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Vorwort. 


Das Erscheinen dieses schon vor geraumer Zeit angekiindigten 
Buches wurde leider durch Krankheit des Verfassers erheblich ver- 
zogert. Dass sich innerhalb dieser Zeit manche Anschauungen des- 
selben geiindert haben, wird man begreiflich finden; indessen wurde 
doch das in der Voranzeige entworfene Programm mit ganz geringen 
Modifikationen ausgefiihrt. ty 

Was die Gesammtanlage des Buches anbelangt, so musste nach 
meiner Ansicht in einem Specialwerke tiber Elementartheiler den 
algebraischen und den arithmetischen Methoden méglichst gleichmissig 
Rechnung getragen werden; zeigen sich einerseits die letzteren als 
weittragender und so fiir die Weiterentwickelung unserer Theorie 
bedeutungsvoller, so sind andererseits die ersteren in hohem Maasse 
geeignet, zu einem tiefen Eindringen in das innere Wesen der hier 
obwaltenden Verhiltnisse zu fiihren, und daher zugleich auch didaktisch 
von grossem Werthe. 

Ohne auf Hinzelheiten der Darstellung einzugehen, bemerke ich 
nur, dass wohl kein Zweifel dartiber herrschen konnte, auf welche 
Weise bei der Entwickelung der sogenannten Weierstrass’schen 
Theorie vorzugehen war, nachdem Weierstrass selbst gelegentlich der 
Herausgabe seiner gesammelten Werke darauf hingewiesen hatte, dass 
die in seiner grundlegenden Arbeit vorhandene Lticke am Zweck- 
missigsten durch die Untersuchungen des Herrn Frobenius in den 
Sitzungsberichten der Berliner Akademie von 1896 ausgefiillt werde. 
Die Schwierigkeit der Kronecker’schen Arbeiten tiber singulire 
Schaaren ist bekannt; hier war Vieles strenger zu begriinden und 
manche Liicke auszufiillen. 

Eine Scheidung des Buches in einen theoretischen und einen die 
Anwendungen umfassenden Theil dusserlich herbeizufiihren, wurde 
nicht versucht und ware der ganzen Anlage desséelben nach tiberhaupt 
auch kaum durchfiihrbar gewesen. Dazu kommt, dass je nach dem 
Standpunkte, den man einnimmt, zuweilen der gleiche Gegenstand 
einmal als Theorie, einmal als Anwendung aufgefasst werden kann. 

So zahlreiche Verwendung die in diesem Buche gegebenen Sitze 
iiber Elementartheiler ganzzahliger Systeme auch in der Zahlentheorie 
finden, so war es doch unmdglich, hier einen Gegenstand herauszugreifen, 
der ein in sich abgeschlossenes Ganze gebildet und zugleich ein 
prignantes Beispiel fiir die Bedeutung derselben fiir diese Disciplin 
geboten hatte; doch darf in dieser Hinsicht wohl ausser auf die in der 


IV Vorwort. 


Einleitung erwiihnte Literatur auf Herrn Bachmann’s Zahlentheorie 
(4. Theil, I. Abtheilung, Leipzig 1898) hingewiesen werden. 

Aehnliche Schwierigkeiten, wie die eben aufgefiihrten, machten 
sich im Gebiete der linearen Differentialgleichungen bemerklich. Indessen 
war es hier méglich, eine kleinere, von Weierstrass selbst herriihrende 
Anwendung zu geben, die fiir viele Arbeiten iiber Systeme von linearen 
Differentialgleichungen vorbildlich geworden ist. 

Dagegen standen wohl abgegrenzte geometrische Anwendungen 
in grosser Menge zur Verfiigung. Will man sich aber bei diesen nicht 
in endlosem Wiederholen von Einzelheiten erschépfen, sondern eine 
umfassende und wirklich wissenschaftliche Darstellung bieten, so muss 
man, dem Vorgange von Herrn Segre folgend, fast durchweg die 
Betrachtungen im -dimensionalen Raume vornehmen. Auch bei der 
im Buche durchgefiihrten Klassifikation der Collineationen musste sich 
der Verfasser zu diesem Vorgehen entschliessen; doch glaubt derselbe 
dadurch dem Anfinger keine besonderen Schwierigkeiten bereitet zu 
haben. Derselbe wird nach einander n=1, 2 und 3 setzen und so zu den 
gewohnten Vorstellungen kommen; ausserdem kann derselbe an die 
fiir die Fille » = 1, 2 und 3 tiberall angegebenen Normalformen direkt 
ankniipfen. Wie man sieht, nimmt die exakte Ausfiihrung einer 
einzigen geometrischen Anwendung schon einen bedeutenden Raum in 
Anspruch, weshalb ich mich auf dieselbe beschrinken musste. Doch 
kommt es wohl auch nicht auf die Zahl solcher Anwendungen an, 
sondern darauf, an einem geeigneten Beispiele das sonst tiberall ver- 
wandte Princip klar darzulegen. — 

Von Anfang an hatte sich mein Unternehmen des besonderen 
Interesses einer Reihe hervorragender Kenner der Elementartheiler zu 
erfreuen; namentlich waren es die Herren Professoren Frobenius, 
Gundelfinger und Hensel, die, mit dem Gegenstande innigst ver- 
traut und die Schwierigkeit seiner Bearbeitung wohl erkennend, stets 
bereit waren, mir ihre Unterstiitzung zu Theil werden zu lassen. Ihnen 
auch an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank zu sagen, ist mir eine 
angenehme Pflicht. Herrn Professor F. Meyer, der die Zusendung 
der Correcturbogen giitigst gestattete, verdanke ich eine Reihe werth- 
voller Literaturnachweise. 

Schliesslich muss ich noch erwihnen, dass die Verlagsbuchhandlung 


meinen Wiinschen betreffs der Ausstattung des Buches stets auf’s 
Bereitwilligste entgegenkam. 


Osthofen (Rheinhessen), 29. Mai 1899. 
P. Muth. 
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Kinleitung. 


Sowohl in der Analysis, als auch Yornehmlich in der analytischen 
Geometrie tritt uns hiufig das algebraische Problem entgegen, zwei 
quadratische Formen gp und w von je n Variabelen durch eine lineare 
Substitution gleichzeitig in eine einfache oder kanonische* (Normal-) Form 
tiberzufiihren. Man denke z.B. nur an das analytisch-geometrische 
Problem des Falles m =3 oder »=4, wenn es sich darum handelt, 
zwei Kegelschnitte derselben Ebene oder zwei Flichen zweiter Ordnung 
auf ihre gegenseitige Lage zu untersuchen. Bekanntlich ist bei der 
Lésung des Problems das Verhalten der Determinante der durch 
und w bestimmten Schaar 24,g + 4,~ quadratischer Formen von aus- 
schlaggebender Bedeutung. Im allgemeinen Falle, wo diese Deter- 
minante nicht identisch verschwindet und in » (nicht nur um eine 
Konstante) verschiedene Linearfaktoren zerlegt werden kann**, bietet 
dasselbe keine nennenswerthen Schwierigkeiten, und seine Loésung ist 
schon lange bekannt; man kann alsdann beide Formen gleichzeitig als 
Aggregate von Quadraten n unabhangiger linearer Formen darstellen.*** 
Ganz anders aber liegt die Sache, wenn die Determinante der Schaar, 
— die wir zunichst stets als nicht identisch verschwindend voraussetzen —, 
nicht in lauter verschiedene lineare Faktoren zerfallt. Alsdann haben 
wir eine Reihe verschiedener Fille zu unterscheiden, und zwar kommt 
es darauf an, ob und wie oft ein mehrfacher Theiler jener Determinante 
gleichzeitig in allen Subdeterminanten (m — 1)", (m — 2)" u.s. w. Grades 


* Vergl. iiber den Begriff ,,kanonische Form“ die treffenden Bemerkungen 
Kronecker’s: Ueber Schaaren von quadr. Formen, Berl. Monatsb. 1874, S. 72 
(Ges. W. Bd.I, 8S. 367). 

** Dass dieses wirklich der allgemeine Fall ist, bedarf des Nachweises. 
Vergl. Weierstrass, Ueber ein die homogenen Funktionen betr. Theorem, Berl. 
Monatsb. 1858, S. 208 (Ges. W. Bd. I, S. 233). 

*** Ajer sind wohl Cauchy, Sur l’équation, a l’aide de laquelle on déterm. 
les inégal. séculaires des mouvem. des planétes, Exercis. de math. (29) IV, S. 140ff. 
und Jakobi, De binis quibusl. function. homog. sec. ordin. etc., Crelle’s Journ. 
(34) Bd. 12, 8. 1ff., in erster Linie zu nennen. (Die eingeklammerten Zahlen be- 
deuten hier und im Flgdn. die beiden letzten Ziffern des Erscheinungsjahres des 


betr. Bandes.) 


Vul Hinleitung. 


derselben auftritt. In den einfachsten Fallen » = 2, n=38 sind die 
sich hier bietenden Méglichkeiten vielfach untersucht*, und auch fiir 
den Fall » = 4, der sich schon complicirter gestaltet, hat z. B. 
Sylvester** dreizehn verschiedene Fille aufgezihlt. Die Untersuch- 
ungen desselben erwiesen sich aber nicht als ausreichend, wenn die 
Formen g und ~ von beliebig vielen Variabelen abhangig sind, und 
vor Allem fehlte es noch an der Beantwortung der Frage, ob die Auf- 
zihlung der verschiedenen bei gegebenem n médglichen Fadlle eine voll- 
stdndige set. 

Da gelang es K. Weierstrass, nachdem er schon 1858 in einem 
speciellen Falle der Lisung des allgemeinen Problems nahe gekommen 
war*** 1868 in seiner beriihmten, fiir die Theorie der Elementartheiler 
grundlegenden Arbeit: ,,Ueber Schaaren bilinearer und quadratischer 
Formen“?+ nicht nur fiir zwei quadratische, sondern auch fiir zwei 
bilineare Formen g, w beliebig vieler Variabelen das Problem der gleich- 
zeitigen Transformation zweier Formen auf eine kanonische Form bez 
beliebigem Verhalten der Determinante der durch die beiden Formen be- 
stimmten Schaar za lésen und eine Methode anzugeben, die bei ge- 
gebenem m sich darbietenden Fille erschdpfend aufzuzihlen. 


Weierstrass erreicht dieses dadurch, dass er die Determinante 
|a4,9 + 4,| der Schaar 4,9 + 2, in besonderer, durch das Auftreten 
der einzelnen Linearfaktoren von | 4, + 4,~| in den Subdeterminanten 
(n — 1)", (n — 2)... Grades dieser Determinante bedingten Weise 
in Faktoren zerlegt (1); er nennt jeden solchen Faktor einen Hlementar- 
theiler der Determinante der Schaar und zeigt zunichst, dass diese 
Elementartheiler (im Allgemeinen irrationale) Invarianten der Schaar 
sind. Dabei muss indessen hervorgehoben werden, dass die Elementar- 
theiler begrifflich schon in der oben citirten Arbeit Sylvester’s bei 
den Fallen m= 3,4 auftraten, und dass Sylvester auch die In- 
variantennatur derselben erkannt hatte. tt 

Weierstrass fiihrt nun die Formenschaar durch lineare Sub- 
stitution in eine solche reducirte Formenschaar tiber, deren Bau im 


* Man vergl. irgend ein grisseres Lehrbuch der analyt. Geom. 

** Sylvester, Enum. of the cont. of lines and surf. of the sec. ord. u.s.w., 
Phil. Magaz. (51), 4. Serie vol. 1, 8. 119. Rechnet man den Fall mit, wo m und w 
nur um eine Konstante verschieden sind, so hat-man 14 Falle zu unterscheiden. 
Vergl. 66 (die stark gedruckten Zahlen bedeuten die Artikelnummern dieses Buches). 

“re Weierstrass, l.c. 8: 207i. (S. 233i) 

+ Weierstrass, Berl. Monatsb. 1868, S. 310 ff. (Ges. W. Bd. II, 8. 19 ff.) 

+t Vergl. F. Meyer, Bericht tiber den gegenwirtigen Stand der Invarianten- 
theorie, Jahresh. der deutsch. Math.-Verein. von 1890—91 (92) Bd.I, 8. 87. (Siehe 
auch Noether, J.J. Sylvester, Math. Ann. (98) Bd. 50, S. 133 ff.) 


Hinleitung, IX 


Wesentlichen von den Elementartheilern der Determinante | 4, p+ A, v | 
abhiingt. Daher kann man, wenn die Elementartheiler von | 4, p++ 2,0 | 
bekannt sind, diese reducirte Schaar von verhiiltnissmiissig einfacher 
Gestalt sofort angeben, d.h. man kann eine kanonische Form des Paares 
y, w sofort hinschreiben. 

Weiter aber: Stimmen fiir zwei Schaaren die Elementartheiler 
ihrer Determinanten iiberein, so sind sie zur selben reducirten Schaar 
aquivalent, mithin auch unter sich. Die Uebereinstimmung der 
Elementartheiler ihrer Determinanten ist daher nicht blos die noth- 
wendige, sondern auch die hinreichende Bedingung fiir die Aequivalenz 
zweier Formenschaaren. Auf diese Weise hat Weierstrass sein be- 
kanntes Theorem tiber die Aequivalenz zweier Formenschaaren bewiesen 
(s. $ 6 und § 9 dieses Buches). 

Endlich aber zeigte Weierstrass, ankntipfend an seine reducirte 
Schaar, dass man Formenschaaren bilden kann, deren Determinanten 
vorgeschriebene Elementartheiler besitzen. Dadurch gerade sind wir in 
Stand gesetzt, die kanonischen Formen der von einer gegebenen An- 
zahl yon Variabelen abhingigen Formenpaare systematisch und voll- 
stiindig anzugeben (§ 7 und § 9), und so erwichst aus der Weier- 
strass’schen Theorie ein klassifikatorisches Princip ersten Ranges, das 
besonders in der Geometrie die ausgiebigste Verwerthung gestattet. 

Ks ist daher nicht zu verwundern, wenn die Mathematiker sich 
desselben sofort bemachtigten, und zwar war es wohl zuerst fF. Klein, 
der dasselbe (1868) in seiner Inauguraldissertation zur Klassifikation der 
Liniencomplexe 2%" Grades verwandte.* Dieser geometrischen An- 
wendung der Weierstrass’schen Theorie folgten zahlreiche andere, wie 
man aus der 8. 223 zusammengestellten Literatur ersehen kann. 

Eine schéne Anwendung seiner Theorie im Gebiete der linearen 
Differentialgleichungen gab Weierstrass selbst** (§ 16), an welche 
Arbeit sich eine Reihe anderer, von Horn, Sauvage u.s. w,, an- 
schliesst.*** Besonders wichtige Verwendung finden die Klementar- 
theiler im zuletzt betrachteten Gebiete auch in der Theorie der 
Fundamentalgleichung, ein Gegenstand, den Heffter in seinem Buche 
iiber lineare Differentialgleichungen eingehend behandelt hat.+ 


*F. Klein, Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung 
9ten Grades zwischen Liniencoord. auf eine kanonische Form, Inaug.-Diss., Berlin 
1868 [abgedr. in Math. Ann. (84) Bd. 23]. 

** Weierstrass, Ges. Werke Bd.I, S. 75 ff. 

** Vergl. die S. 198 citirte Literatur. 

+ L. Heffter, Hinleit. in die Theorie der lin. Differentialgl. mit einer 
unabh. Variab., Leipzig 1894, Kap. IX ff. Daselbst findet man auch die auf diesen 
Gegenstand bez. Literatur. Siehe auch 8. 198 d. B. 
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Bemerkenswerth ist schliesslich, dass die Weierstrass’schen 
Elementartheiler durch Maurer eine interessante Verwendung in der 
Gruppentheorie gefunden haben.* 

Neben diese Bestrebungen, die Weierstrass’sche Theorie nach 
den verschiedensten Richtungen hin zu verwerthen, stellen sich die- 
jenigen, welche eine durchaus strenge Begriindung der Theorie selbst 
zum Ziele haben. Die Weierstrass’schen Entwickelungen zeigten 
nimlich eine Liicke, deren Ausfiillung nicht gerade ganz einfach war, 
sodass sich um diesen Punkt eine ziemlich reiche Literatur gruppirt. 
Jene Entwickelungen werden nimlich erst dann correct, wenn der 
Nachweis erbracht werden kann, dass jede regulire Subdeterminante 
eines Systems ganzer Griéssen (3) mindestens eine regulire Deter- 
minante als Subdeterminante enthilt. Dann erst kann eine gewisse 
von Weierstrass vorgenommene, die Jakobi’sche Transformation 
der Schaar vorbereitende Umformung der zu reducirenden Schaar stets 
mit Sicherheit ausgefiihrt werden. Da dieser Beweis zunichst nicht 
erbringlich war, so schlug Stickelberger** (1874) ein indirektes 
Verfahren ein, um darzuthun, dass jede Schaar wirklich in die 
Weierstrass’sche reducirte Schaar transformirt werden kann. Indem 
ferner Darboux*** (1874) und Gundelfingert (1876), welch’ letzterem 
das Verdienst gebiihrt, die Weierstrass’sche Theorie zuerst weiteren 
Kreisen zuginglich gemacht zu haben, jene vorlaufige Umformung der 
Schaar und die Jakobi’sche Transformation gleichsam verschmolzen, 
gelangten sie zwar zu einer neuen, theilweise kiirzeren Darstellung 
unserer Theorie, die, wie Stickelbergerit (1879) in einer schénen 
Arbeit nachwies, so gegeben werden kann, dass sie an Strenge nichts 
zu wiinschen tibrig lasst, aber auch diese Methode blieb eine indirekte, 
indem zuerst an der reducirten Schaar die Bedeutung der Elementar- 
theiler fiir die Reducirte nachgewiesen werden konnte, wahrend 
Weierstrass die Elementartheiler von vornherein in die Rechnung 
einfiihrt. 


* Maurer, Miinchener Berichte v. 1888, S. 103 ff; derselbe, Crelle’s 
Journ. (90) Bd. 107, 8. 89 ff. 

** Stickelberger, De probl. quod. ad duar. form. bilin. vel quad. transform. 
pertinente, Diss. inaug., Berol. 1874. 


“*** Darboux, Mém. sur la théor. algéb. des formes quadr. Liouville’s Journ. 
Jahrg. 1874, Serie II, Bd. XIX, S. 347 ff. 


+ Gundelfinger in Hesse, Vorles. tiber analyt. Geometrie des Raumes, 
3. Aufl., Leipzig 1876, Suppl. IV. 


tt Stickelberger, Ueber Schaaren von bil. u. quad. Formen, Crelle’s 
Journ. (79) Bd. 86, S. 20 ff. 


Hinleitung. XI 


Kronecker suchte die bewusste Liicke dadurch auszufiillen, dass 
er die Schaar einer allgemeinen linearen Transformation mit un- 
bestimmten Koefficienten unterwarf*, ohne jedoch darthun zu kénnen, 
dass dieses Verfahren auch bei Schaaren quadratischer Formen zu- 
lissig ist. 

Da machte Frobenius** (1880) darauf aufmerksam, dass die be- 
regte Schwierigkeit in der Weierstrass schen Arbeit direkt gehoben 
werden kénnte; Smith*** hatte nimlich den hierzu néthigen Hilfs- 
satz tiber regulire Determinanten fiir ganzzahlige Systeme bereits 1861 
bewiesen, und nun gab Frobenius a.a. QO. einen neuen Beweis des- 
selben, der mit einigen Modifikationen auch dann giltig bleibt, wenn 
man Systeme betrachtet, deren Elemente ganze Funktionen eines 
Parameters sind. Gerade darum handelt es sich aber fiir uns. Der 
Beweis des Hilfssatzes beruht auf arithmetischen Methoden und konnte 
spiter (1894), nachdem die Kronecker’sche Reduktiont eines Systems 
ganzzahliger Elemente bekannt geworden war, noch von Henseltt 
bedeutend vereinfacht werden. Aber auch algebraisch ist derselbe 
beweisbar, wie Frobeniusttt (1894) gezeigt hat, und zwar interessanter 
Weise mittelst einer Determinantenidentitét, die gerade Kronecker? 
schon 1870 gefunden hatte (5). 

Gestiitzt auf den Satz tiber regulire Determinanten kann man 
nun die gewiinschte vorliufige Umformung einer Schaar im Falle 
beliebiger bilinearer Formen durch eine Oblosse Vertauschung der 
Variabelen, im Falle der Symmetrie aber, wie Frobenius> ge- 
zeigt hat, mittelst einer Reihe hichst einfacher congruenter Trans- 
formationen erreichen. Dadurch ist eine, allen Anforderungen an Strenge 
Geniige leistende direkte Begriindung der Weierstrass’schen Theorie nicht 


* Kronecker, Berl. Monatsb. 1874, S. 215 (Ges. W. Bd. I, S. 391—392). 
Vergl. auch Frobenius, Ueber die Elementartheiler der Determinanten, Sitzb. 
d. Berl. Akad. 1894, S. 32. 

** Frobenius, Theorie der lin. Form. mit ganz. Koeff., Crelle’s Journ. (80) 
Bd. 88, S. 116. 

*** Smith, On syst. of lin. indet. equations and congr., Phil. Transact. von 
1861 (62), 8.318; On the arithm. invar. etc., Proc. of the L. math. soc. 1873, 
vol, DV, 8. 237. 

+ Kronecker, Reduktion der Systeme mit n? ganzzahligen Elementen, 
Crelle’s Journ. (91) Bd. 107, S. 135—136. 

++ Hensel, Ueber regulare Determin, u.s.w., Crelle’s Journ, (94) Bd. 114, 
S. 25 ff. 

+17 Frobenius, Ueber die Elementartheiler der Det., Sitzb. der Berliner Akad. 
1994, S. 33 ff. 

a Kronecker, Crelle’s Journ. (70) Bd. 72, S. 153. 

b Frobenius, l.c. § 2. 
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nur bei Schaaren bdilinearer, sondern auch bei Schaaren quadratischer 
Formen méglich (§ 6 und § 9). 

Wir haben seither immer den Fall singuldrer Formenschaaren 
ausgeschlossen; fiir solche Schaaren kann man aber die analogen 
Fragen, wie vorhin bei ordiniren Schaaren, aufwerfen. Mit ihrer Be- 
antwortung hat sich Kronecker* von 1868 an wahrend einer Reihe 
von Jahren beschiftigt, konnte jedoch erst 1890 und 1891 zu einem 
abschliessenden Resultate gelangen.** Von besonderer Wichtigkeit, 
aber auch von besonderer Schwierigkeit ist auch hier der Full der 
Symmetrie. 

Die Untersuchungen von Weierstrass*** und Kronecker? tiber 
symmetrische Formenschaaren fiihrten nun zu dem merkwiirdigen 
Ergebnisse, dass zwei Aquivalente Schaaren 2,p + 2,~ und 1,0 + 1, 
von symmeétrischen Formen stets auch congruent sind, in dem Sinne, 
dass eine in die andere durch congruente, von 4,|4, unabhingige 
Substitutionen tibergefiihrt werden kann, deren Determinanten nicht 
Null sind, oder kiirzer gesagt, dass die hinreichenden Bedingungen fiir 
die Aequivalenz zweier symmetrischen Formenschaaren zugleich diejenigen 
fiir die Congruenz derselben sind. Das Gleiche gilt, wenn g und © 
symmetrische, w und ¥ alternirende Forment+, und auch dann, wenn 


A AE 


die Grundformen beider Schaaren alternirend sinditv (§ 9). 


Den inneren Grund dieser Erscheinung vollstandig aufzudecken 
gelang Frobenius (1896) in einer die ganze Theorie der congruenten 
Transformationen bilinearer Formen neu gestaltenden Arbeit.» Dieselbe 


* Vergl. die Arbeiten desselben tiber Formenschaaren in den Berl. Monatsb. 
von 1868 u. 1874 (Ges. Werke Bd. I), insbesondere: Ueber Schaaren v. quadr. Form., 
Berl. Monatsh. 1874, 8. 59 ff. (Ges. W. Bd. 1, 8. 349 ff.) Vergl. auch Darboux, 
IEG, TS BIS at, he, 

** Kronecker, Algebr. Reduktion der Schaaren quadr. Formen, Sitzb. der 
Berl. Akad. 1890, 8. 1225 ff; derselbe, Algebr. Red. der Schaaren quadr. Formen, 
ebendaselbst 1890, S. 1875 u. 1891, 8. 9ff. und §. 33 ff. 

*ee Weierstrass, am 8. VHI, Anm. 4 citirten Orte. 

+ Kronecker, in den eben citirten Arbeiten tiber quad. Formen. 

++ Kronecker, Ueber die congr. Transf. der bil. Formen, Berl. Monatsb. 1874, 
S. 441442 (Ges. Werke Bd.I, 8S. 477). 

ttt Frobenius, Theorie der lin. Form. mit ganz. Koeff., Crelle’s Journ. (79) 
Bd.86, § 7 u.§ 13. Beweis hier nur fiir ordiniire Schaaren. Siehe das Flgd. 

a Frobenius, Ueber die congr. Transf. der bil. Formen, Sitzungsb. der Berl. 
Akad. 1896, S.7ff. Als besonders wichtige Arbeiten tiber die congruenten Trans- 
formationen der bilinearen Formen seien hier diejenigen von Voss, Abhandl. der 
kgl. Bayerisch. Akad. d. Wiss. Bd. 17, S. 255ff.; Miinch. Berichte 1889 erwihnt. 
Ferner mége hier noch bemerkt werden, dass Voss gewisse Siitze von Frobenius, 
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gestattet u.A. die Hauptresultate der Kronecker’schen Untersuchungen 
tiber singulire Schaaren quadratischer Formen, sowie tiber congruente 
Formen* abzuleiten, ohne die mtihsamen Kronecker’schen Ent- 
wickelungen vornehmen zu miissen (§ 10). 

Wir haben eben eine Reihe von Untersuchungen tiber besondere 
Formenschaaren erwihnt, wozu auch diejenigen tiber die Congruenz 
der Formen zu rechnen sind, da hier Schaaren mit conjugirten Grund- 
formen in Betracht gezogen werden miissen (§ 10). Ohne auf die 
zahlreichen weiteren Untersuchungen iiber specielle Formenschaaren, 
welche auf Grund der Arbeiten von Kronecker und Weierstrass 
geftihrt werden kénnen, und deren Anwendung hier naher einzugehen 
(§ 12—15, 8. 223 Anm.), heben wir nur als besonders wichtig die- 
jenigen tiber solche Schaaren hervor, deren Determinanten nur lincare 
Elementartheidler besitzen; hier kann die Schaar auf dieselbe Form gebracht 
werden, wie eine allgemeine Schaar (S. 93 u. 124), was Weierstrass 
fiir eine Schaar quadratischer Formen mit mindestens einer definiten, 
ordiniren Grundform schon 1858 in der Hingangs erwahnten Arbeit** 
nachgewiesen hatte (§ 14). Im Falle die Determinante einer Schaar 
bilinearer oder quadratischer Formen tiberhaupt lineare Elementartheiler 
besitzt, kann man mittelst einer auf Cauchy*** zuriickzuftihrenden 
Methode von der Schaar diejenigen elementaren Schaaren abspalten, welche 
den linearen Elementartheilern ihrer Determinante entsprechen. Dieses 
hat Stickelberger7 in einer hdchst interessanten, den iibrigen algebra- 
ischen Untersuchungen iiber Elementartheiler gegeniiber eine gewisser- 
maassen isolirte Stellung einnehmenden Arbeit (1877) nachgewiesen (§ 15). 

Die Untersuchungen von Kronecker und Weierstrass tiber 
die Aequivalenz yon Formenschaaren. sind in neuerer Zeit durch 
S. Kantortt verallgemeinert worden. Wéahrend die Untersuchungen 
jener sich auf solche Formen beziehen, deren Koefficienten lineare 
Formen zweier Variabelen vorstellen, erstrecken sich diejenigen von 


Siacci, Stickelberger u. Stieltjes tiber Elementartheiler aus einer ein- 
zigen Determinantenidentitait herleitete. Hieriiber, sowie tiber den Zusammen- 
hang der Voss’schen Arbeiten mit den betr. Arbeiten von Frobenius siehe 
F. Meyer, a.8. VIII citirten Orte, 8. 115 ff. 
* Kronecker, l.c. 8. 397ff. (8S. 423 ff.) 
** Weierstrass, Berl. Monatsh. 1858, S.207ff. (Ges. W. Bd. I. S. 233 1f.) 
*** Cauchy, Exerc. de math. (29) IV, S. 140ff. 
+ Stickelberger, Ueber reelle orthog. Substitution, Progr. der eidgen. polyt. 
Schule fiir das Schuljahr 1877/78 (erstes Halbjahr), Ztirich 1877, § 7. 
++ S.Kantor, Theorie der Aequivalenz von linearen coo4-Schaaren bilinearer 
Formen, Sitzb. der math.-phys. Klasse der k. B. Akad. der Wissensch. zu Mtinchen 
von 1897 (98), S. 367ff. 


XIV Hinleitung. 


S. Kantor auf Formen, deren Koefficienten lineare Formen beliebig 
vieler Variabelen sind. Dabei entsprechen den Weierstrass’schen 
Elementartheilern gewisse invariante Zahlen, die S. Kantor als 
Elementarzahlen_ bezeichnet. 

Der Begriff ,,Elementartheiler“ lasst sich mit Leichtigkeit auf 
solche Systeme von beliebig hohem Range* ausdehnen, deren Elemente 
ganze Zahlen oder ganze Funktionen einer oder mehrerer Variabelen 
beliebig hohen Grades oder ganze Grdssen eines Korpers von Zahlen 
oder algebraischen Funktionen sind** (S. 19). 

Schon 1861 hatte Smith*** bei ganzzahligen Systemen Zahlen 
(Invarianten) in Betracht gezogen, die spater von Frobenius? als 
oe Elementartheiler des betreffenden Systems bezeichnet wurden. In- 
dem man dieselben in Faktoren zerlegt, die Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen sind, erhalt man die sammtlichen Hlementartheiler des Systems. 
Ausser Smith selbst war es namentlich Frobenius, der mit diesem 
wichtigen zahlentheoretischen Begriffe operirtet+ und ihn auf Systeme 
der eben beschriebenen Art ausdehnte.ti+ Hine fundamentale Higen- 
schaft der ot Elementartheiler ist die, dass fiir jedes System der oe” 
Elementartheiler durch den (9 —1)* theilbar ist, (wo o nicht grésser 
als der Rang des Systems ist), wie dies im speciellen Falle aus den 
Weierstrass’schen Untersuchungen hervorging.* Von grésster Be- 
deutung aber wurden diese Elementartheiler fiir die Theorie der Com- 
position von Systemen aus ganzen Hlementen. Denn es ergab sich, 


* Irrthiimlicher Weise wird die Einftihrung des Begriffes und Namens ,, Rang‘ 
alleemein Kronecker zugeschrieben; Frobenius vielmehr hat, nachdem er u. A. 
schon in seiner Abhandlung ,,Ueber das Pfaff'sche Problem‘, Crelle’s Journ. 
von 1877, Bd. 82, 8S. 230ff, den wmfassendsten Gebrauch von diesem Begriffe ge- 
macht hatte, demselben spiter den Namen ,,Rang“ beigelegt (Crelle’s Journ. 
1879, Bd. 86, 8. 1 u.S. 148). Kronecker, der die grosse Bedeutung dieses Be- 
griffes sofort erkannt hatte, fand auch die Benennung héchst zweckmissig ge- 
wahlt und adoptirte dieselbe (Sitzb. der Berl. Akad. 1884, S. 1078). 

** Bei unserer Darstellung von Kronecker’s Untersuchungen tiber singulire 
Schaaren ($8 u. §10) miisste die Erweiterung des Begriffes ,, Elementartheiler 
oben an friiherer Stelle erwihnt werden. Kronecker vermied es, in den be- 
treffenden Arbeiten von Elementartheilern zu sprechen, was in der Abhandlung 
in den Sitzungsb. der Berl. Akad. 1890, S. 1225ff so auffallend geschieht, dass 
man auf eine gewisse Absichtlichkeit schliessen méchte. 


** Smith, Phil. Transact. 1861 (62), 8. 293. 
+ Frobenius, Crelle’s Journ. (79) Bd. 86, S. 148. 


tt Frobenius, Crelle’s Journ. (79) Bd. 86, S. 140ff.; ebendaselbst (80) 
Bd. 88, 8.96 ff. 


tv Frobenius, l.c. und Sitzungsb. der Berl. Akad. 1890, S. 31 ff. 
a Vergl. die 8. 7 zu Satz I citirte Literatur. 
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dass der o” Elementartheiler eines Systems, das durch Composition 
zweier oder mehrerer Systeme gleicher Art entsteht, ein ganzes Vielfaches 
des" Elementartheilers jedes dieser Systeme ist; dieser Hauptsatz 
wurde zuerst von Frobenius allgemein bewiesen.* 


Naturgemass wird man die Frage aufwerfen, ob das zuletzt aus- 
gesprochene Theorem auch umkehrbar ist. In der That ist fiir Systeme 
aus ganzen Zahlen oder ganzen Funktionen einer Variabelen die Um- 
kehrbarkeit desselben einfach nachweisbar**, dagegen ist bis jetzt noch 
nicht gezeigt worden, dass jenes Theorem sich auch in den tibrigen 
Fallen umkehren lasst. (Vergl. 8. 231.) 

Nehmen wir speciell an, zwei quadratische Systeme YY und %, 
deren Elemente lineare ganze Funktionen einer Variabelen 4 seien, 
hitten die Beschaffenheit, dass ihre ot Hlementartheiler itiberein- 
stimmten. Dann kann nach dem eben Gesagten jedes aus dem andern 
durch Composition mit Systemen $$, O erzeugt werden, deren Deter- 
minanten, wie sich weiterhin ergiebt, nicht Null und nicht von 4 ab- 
hingig sind, und zwar werden $$ und © auf rationalem Wege ge- 
funden. Da nun, wie Frobenius (1879) weiter zeigen konnte, im 
Falle die Determinanten der Systeme 2% und 8 nicht identisch Null 
sind, die Systeme §$ und © rational so bestimmt werden kénnen, dass 
nicht nur ihre Determinanten, sondern ihre Elemente selbst von 4 
unabhingig sind***, so war hierdurch zum ersten Mal der Weierstrass- 
sche Fundamentalsatz tiber die Aequivalenz von Schaaren bilinearer 
Formen auf durchweg rationalem Wege bewiesen.t 


Die arithmetischen, auf der Kronecker’schen Reduktion basirenden 
Methoden wurden namentlich von Henseltt weitergebildet; derselbe 
zieht auch Systeme in Betracht, deren Hlemente ganze oder gebrochene 
Gréssen eines Kérpers von algebraischen Zahlen oder Funktionen 
sind, wobei der Begriff ,,Elementartheiler“ abermalige Erweiter- 
ung erfahren muss.ttt Die Hauptsitze iiber Elementartheiler bleiben 


* Vergl. die 8.16 zu Satz II citirte Literatur. 

** Verol.z.B. Frobenius, Crelle’s Journ. (80) Bd. 88, 8S. 114. 

** Vorausgesetzt, dass der Koefficient der héchsten Potenz von 2 in der 
Determinante von % bez. 8 nicht Null ist. Der Satz gilt dann aber auch sofort 
ohne diese Beschrinkung (89). 

+ Frobenius, Crelle’s Journ. (79) Bd. 86,1. c.§ 13. Vergl. auch Landsberg, 
Ueber Fundamentalsyst. und bil. Formen, Crelle’s Journ. (96) Bd. 116, S. 331ff. 

++ Hensel, Crelle’s Journ. (94) Bd. 114, S. 25ff.; derselbe, Ueber die Ele- 
mentarth. componirter Systeme, l.c. S. 109ff. 

+++ Hensel, Ueber einen Fundamentalsatz aus der Theorie der algebr. Funkt. 
einer Variabelen, Crelle’s Journ. (96) Bd, 115, S. 254 ff. 
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auch fiir solehe Systeme bestehen (§ 18). Von besonderem Interesse 
sind hier solche Systeme, bei denen die Elemente jeder Zeile conjugirte 
algebraische Gréssen des betreffenden K6rpers von algebraischen 
Funktionen einer Variabelen sind. Man kann dann die o'" Elementar- 
theiler rational bestimmen und mit ihrer Hilfe die Verzweigung der 
Riemann’schen. Fliche, welche zu der den Kérper constituirenden 
algebraischen Gleichung gehért, unmittelbar angeben.* Damit sind wir 
za den neuesten funktionentheoretischen Anwendungen der Elementar- 
theiler gelangt, 


* Hensel, Ueber die Ordnungen der Verzweigungsp. einer Riemann’schen 
Flache, Sitzb. der Berl, Akad. 1895, 8. 933ff.; derselbe, Ueber die Verzweigungsp. 
der 3- und 4-blitterigen Riemann’schen Flichen, ebendaselbst S. 1103ff. — 
Hine Reihe weiterer auf diesen Gegenstand beztiglicher Arbeiten von Fischer, 
Hensel u. Landsberg findet man in Crelle’s Journ. (97) Bd. 117 u. 118. 


§ 1. Definition und allgemeine Kigenschaften 
der Elementartheiler. 


Vy 


1. Sind zwei bilineare Formen 


A= Slain 2:9, B= Sbumiys (4, k=1, Doe) 


von je 2n Veriinderlichen Ly, Uy... Hy, Und ¥;,¥.,...Y%, vorgelegt, 
bedeuten ferner 4, | 4, homogene biniire, von den x; und y; unabhingige 
Verinderliche, so wird die Gesammtheit der durch den Ausdruck 


AB 


dargestellten Formen als eine Schaar (ein Biischel) von bilinearen 
Formen bezeichnet; A und B heissen die Grundformen der Schaar, 
die Determinante 


ae ag Agagg Paes). (yan Ay Pna) 


heisst die Determinante der Schaar. 


Falls D nicht identisch Null ist, kann es daher in ein Produkt 
von ” Faktoren zerlegt werden, deren jeder in 4,|4, homogen und 


linear ist. Analoges gilt fiir jede Subdeterminante des Systems von D.* 

Nun sei D nicht identisch Null, und 

ai,+ 64,=>p 
ein Linearfaktor von D, ferner bedeute J, den Exponenten der hdchsten 
Potenz, zu welcher erhoben p in allen Subdeterminanten o*” Grades 
yon D enthalten ist; in D ist p zur Potenz l, enthalten. 

Der Definition gemiass tritt der Faktor p’e in allen Subdeter- 
minanten ot" Grades auf, und zwar in mindestens einer derselben 
genau zur J,*" Potenz. Im gréssten gemeinschaftlichen Theiler aller 
Subdeterminanten o*" Grades von WD tritt also p zur Potenz (, auf. 
Die Zahlen J, sind positive, ganze Zahlen bez. Null. 


* Hine Subdeterminante des Systems einer Determinante D wird im Folgenden 
auch kurz als eine Subdeterminante von D bezeichnet werden. 
% 
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2. Fiir die soeben eingefiihrten Zahlen 7, besteht die Ungleichung 


(1) lori > ly, 

wenn 1,>0 ist. Entwickelt man nimlich eine Subdeterminante 
(o + 1)" Grades von D nach den Elementen einer Reihe (Zeile oder 
Spalte), so enthalt jedes Glied des Aggregates eine Subdeterminante 9 
Grades als Faktor; also ist die Subdeterminante (9 + 1)*" Grades 
mindestens durch die 1,*° Potenz von p theilbar. Aber auch ihre 
partiellen Ableitungen nach 4, und A, sind durch p's theilbar. Denn 
jede derselben stellt ein Aggregat von Produkten vor, deren jedes aus 
einer der Gréssen a;, bez. b;, und einer Subdeterminante 0%" Grades 
von D besteht; also ist in der That 1,4; >1,. Fiir 1, =0 ist selbst- 
verstandlich p41 > ly. 

Ist 1, = 0, so ist wegen (1) auch 


Ips =by-g = ++ = 1, = 0. 
Ist daher J,11 > 0, lp =0, so ist 
(2) O= === lp <Ip4i<h4e<-:-<h. 


Zufolge dieser Higenschaft der Zahlen 1, ist der grdsste gemein- 
schaftliche Theiler aller Subdeterminanten (9 +1)" Grades durch den- 
jenigen aller Subdeterminanten o” Grades theilbar. 

Nunmehr definiren wir » Zahlen e,, e,,...é, durch die » Gleich- 


ungen 

(3) en =|, — In—1, Cn—1 =U,-4 —lT,-2, 2 6 =1,. 

Diese » Zahlen sind nach (2) positive ganze Zahlen bez. Null. Aus (3) 
folgt In = €, + @y tess + €n3 

also ist 


(aA, + Dag)in = (aA, + BAg)* (GA, + BAg)®... (GA, + BA). 

Jeder einzelne der Faktoren, in welche soeben (a4,+ bA,) zer- 
legt wurde, heisst ein Elementartheiler* der Determinante der 
Schaar bilinearer Formen, wenn sein Exponent von Null verschieden 
ist. — Wir denken uns die analoge Zerlegung fiir jeden in D auf- 
tretenden linearen Theiler ausgefiihrt; alsdann wird, abgesehen von 
einem von 4,|4, unabhingigen Faktor, die Determinante D das Pro- 
dukt threr stimmtlichen Elementartheiler. Sind, in irgend einer Reihen- 
folge geschrieben, 

(aja, + B;A,)% (6 =1, 2,... m3 m<n) 
die simmtlichen Elementartheiler von D, so ist 
& +e, + 6 +--- + en =. 


* Weierstrass, Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften in Berlin 
(gektirzt BM), 1868, 8. 321. (Ges. Werke Bd. II, S. 21.) 
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Die Bedeutung gerade dieser Zerlegung von D fir die Theorie 
der bilinearen Formen kann erst an spiiterer Stelle zu Tage treten. 
Zuniachst wollen wir hier ein Beispiel fiir die Zerlegung einer Deter- 
minante in Elementartheiler geben. Es sei z.B. 


A= Q%,Y, + @, 22H. + GUY + AgXL4Yq, 
B = 0,4, Y, + 0, Yq + 0, 23 Y3 + bg Ly, 


und nicht Herne 
Dann ist ‘ 
tay Ode 0 0 0 
we 0 0,4, +0, A, 0 0 
0 0 a,4, +0, A, 0 
0 0 0 a, A, +b, A, 


= (a4, +.B, Ag)* (Gy Ay + 8, Ag). 
Fiir den Linearfaktor a,4,+6,4, von D wird 
1=—3, l=—2, l=1, 4=0, 


e,=1, ée,=1, é=1, e, = 0; 


also 


zum Lineartheiler a,4,-+ 6,4, gehdren also die Elementartheiler 
AA t+ b4g, AA + Ody, Ady + by dg. 
Dagegen gehért zu a,4,+ 0,4, nur der Hlementartheiler 
Ay Ay + by Ag. 
Daher ist in Elementartheiler zerlegt: 
D = (4,4, + 8, Ag) (G4, + By Ag) (A Ay + By AQ) (Gy Ay + 22 Ag). 

In unserem Beispiele haben alle Elementartheiler von D den Ex- 
ponenten 1. 

3. Wir wollen, zu allgemeineren Betrachtungen zurtickkehrend, 
den Fall naher untersuchen, wo die Elementartheiler von D, die zu 
einem bestimmten linearen Theiler von D gehéren, alle den Exponenten 
Eins haben. 

- Damit der J-fach in D auftretende lineare Faktor p bei der Zer- 
legung von D in Elementartheiler stets den Hxponenten 1 erhilt, 
muss p in allen Subdeterminanten 
(mn — 1) Grades von D zur Potenz J — 1, 
(n — 2)" Grades von D zur Potenz | — 2, 
(n —1+1)*® Grades von D zur Potenz 1 
auftreten (2). Dagegen haben wegen (1) die Subdeterminanten (m —1)'" 


Grades nicht alle den Faktor p. 
1* 


4 §1, 3—4. 


Ist umgekehrt fiir einen Linearfaktor p von D 
L,—i41=1, 
so muss wegen (1) J,-,=0 und 
nie 2, ape = 8705 at 
sein, damit 1,—7 wird. Dann ist aber nach (3) 


(pp OFS €s—i1e= 1. 


Also: 

Damit ein 1-fach in D auftretender Linearfaktor bei der Zerlegung 
von D in Elementartheiler nur Exponenten 1 erhdlt, ist nothwendig und 
hinreichend, dass er im grodssten gemeinschaftlichen Theiler aller Sub- 
determinanten (n — 1+ 1)" Grades linear enthalten sei. 

Die oben definirten Zahlen e, haben die fundamentale Exgenschaft, 


dass Se res ea yee Pana er 


ist. Der Beweis hierfiir wird im Folgenden erbracht werden, wobei 
sich zugleich ein neuer Beweis fiir die Ungleichung (1) ergeben wird. 
Die Zahlen J, haben also die Kigenschaft, dass nicht nur die ersten 
Differenzen 


Cp = 1 — _-1 (9 = 1, 2,... 3 y=), 
sondern auch die zweiten Dufferenzen 
Cp — &—1(9 = 1, 2,... ny & = 0) 
memals negativ sind. 
Indem wir im Vorhergehenden (Artikel 1—3) durchweg 
Vik= Oni, Ox=Oei, C= Y; 
setzen, erhalten wir an Stelle von Betrachtungen iiber bilineare Formen 
von 2”Variabelen 2,, %,...%, und Y,, Y,-.- Yn Solche tiber guadratische 
Formen von nVariabelen 2,,%,...%,. Man hat tiberall fiir ,,bilineare 
Form“ zu setzen ,,quadratische Form“; im Uebrigen bleibt dann das 
Gesagte vollstiindig bestehen. Der Ausdruck 4,4 + 4,B heisst also 
eine Schaar von quadratischen Formen, u.s. w. 

4. Im Vorhergehenden haben wir den Begriff ,, Elementartheiler“ 
fiir solche Determinanten eingefiihrt, deren Elemente lineare Formen 
zweier Veriinderlichen 4,|A, waren. Dieser Begriff lasst sich aber folgender- 
massen noch betrdchtlich erweitern: 

Es bedeute 
[Qc] ~ (@, k= 1,2, ../) 


die Determinante eines Systems von n? Elementen* 


* Die folgenden Betrachtungen gelten auch ftir nicht quadratische Systeme, 
denn solche kénnen durch Zufiigen von Reihen mit Jauter Elementen Null in 
quadratische verwandelt werden. Diese Nullreihen sind aber ohne Hinfluss auf 
obige Entwickelungen. 
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Qy, --- Ain 
Ant.++Ann 3 
diese Elemente seien jetzt entweder ganze Zahlen — die Null mit 


eingeschlossen — oder ganze Funktionen einer oder mehrerer Variabelen. 
Ferner bedeute » im ersten Falle eine Primzahl, im zweiten eine 
lineare bez. irreduktibele Funktion. Unter @ verstehen wir eine ganze, 
positive Zahl, die nicht grésser ist, als der Rang* r des Systems 
der a;;. Endlich bedeute 7, den Exponenten der héchsten Potenz, zu 
welcher erhoben p in allen Subdeterminanten o*" Grades des Systems 
der a;, auftritt. Da jedenfalls 


(4) lp = Io—1 Orme dL Seis fa I) = 0) 
ist [vergl. den Beweis von Ungleichung (1)], so ist jede der Zahlen 
(5) Cp = ty — Ip-1 (Ore 12 5ch cst) 


positiv und ganz, bez. Null. Dann heisst nach Weierstrass und 
Frobenius*™ jede der Gréssen 


PG Gm 125. er), 


fiir welche e, nicht Null ist, ei Elementartheiler des Systems der 
Elemente a;,, oder auch, wenn r=n ist, der Determinante | a;;/\; 
p heisst die Basis, e, der Exponent des Elementartheilers p’e vom 
eo Grade. Hin Elementartheiler ersten Grades heisst auch ein linearer 


Elementartheiler.*** 
Wir werden im Folgenden allgemein den gréssten gemeinschaft- 
lichen Theiler aller Subdeterminanten o'" Grades unseres Systems 


* Sind nicht alle Subdeterminanten rten Grades unseres Systems Null bez. 
identisch Null, aber alle Subdeterminanten (r+1)ten Grades, so heisst r der Rang 
des Systems der a,, oder auch, wenn das System ein quadratisches ist, der 
Determinante |a,,|. Ist |a,,|=|=0 (nicht gleich Null) bez. == 0 (nicht identisch 
Null), so setzt man r=; sind alle Elemente a,, Null bez. identisch Null 0), 
nimmt man r=0. (Frobenius, Crelle’s Journ. [79] Bd. 86, 8.1 und S. 148.) 

** Weierstrass, l.c.und Frobenius, Sitzungsb. der Akad. der Wissensch. in 
Berlin (kurz citirt: SB), 1894, 8. 33. 

*** Kronecker nannte (BM 1874, S. 226 [Ges. Werke, S. 405]) einen.Hlementar- 
theiler ersten Grades einen einfachen Elementartheiler, und demgemiiss hat 
man fiir ¢g >1 von mehrfachen Elementartheilern gesprochen. Wir ziehen 
obige bequemere Bezeichnung mit Frobenius (Crelle’s Journ.[79]| Bd. 86, S. 162) vor, 
die das Wort ,,einfach“‘ zur anderweitigen Verwendung frei lasst. [Vergl. 6c).] 


6 ip =: 


der a;, — auch Determinanten ot" Grades des Systems genannt — 
mit D, bezeichnen und, falls 6 > r ist, 
DF — 0) 


gesetzt denken. Fir 7 = ist natiirlich D, =| ax |. 
Der Definition gemiiss steckt p in D, zur Potenz J,, speciell in D, 
zur Potenz J,. Da nach (5) 


Cick Ge aecicta ee meds 


ist, so erkennt man, dass D, das Produkt stimmtlicher Elementartheiler 
unseres Systems ist (vergl. Art. 2). 

Da p in D, zur Potenz 1, auftritt, nach (4) aber Jp >1p _; ist, so 
ist sicher D, durch D,—. theilbar. Daher sind die Ausdriicke 


(6) E,=z Bar pa E=D, 

ganze Zahlen bez. ganze Funktionen. Man setzt noch 
E41 = Enys= += E,=0 

und nennt Fear 


bez. den ersten, zweiten, ... 2‘ Elementartheiler* des Systems der 
ax, oder auch, wenn r =~ ist, der Determinante | a;; |. 

Der 0 Elementartheiler (ET) enthalt p zur Potenz e. Zerlegt 
man also E,, E,...E, bez. in Faktoren, die (von Null verschiedene) 
Potenzen verschiedener Primtheiler sind, so erhdlt man sdimmtliche ET 
des Systems. 

5. Sowie nun D, durch D,—1, so ist auch E, durch E, — 1 theil- 
bar. Denn wir werden jetzt das Fundamentaltheorem beweisen, dass 
€ 2eo—1 
ist. Zuvor wir den Beweis beginnen, muss noch ein neuer Begriff ein- 

gefiihrt werden: 

Nach der Definition giebt es mindestens eine Determinante ot" 
Grades unseres Systems, die genau durch die J,*° Potenz von p theil- 
bar ist. Jede Determinante o*" Grades des Systems, welche den Prim- 
theiler » genau zur Potenz J, also zur selben Potenz, wie der grésste 
gemeinschaftliche Theiler aller Determinanten o** Grades desselben 
enthalt, heisst nach Frobenius** eine in Bezug auf p regulire Sub- 
determinante oe" Grades des Systems. Unter den Subdeterminanten 
eines gewissen Grades giebt es mindestens eine in Bezug auf einen 


* Vergl..8.13, Anm.** 
™ Frobenius, l.c. S. 32. 
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bestimmten Primtheiler regulire. Wenn im Folgenden kurz von einer 
reguliren Determinante gesprochen wird, so ist stets eine in Bezug 
auf p reguliire gemeint. Bei r=m ist die Determinante |a;,| fiir 
jedes p regulir. 

Wir werden nun die drei folgenden Sitze beweisen, die unter 
sich in engem Zusammenhange stehen: 


1) Jede reguliire Determinante oe” Grades des Systems der a;x(@ > 1) 
enthiilt mindestens eine reguliére Determinante (9 — 1)" Grades des 
Systems als Subdeterminante.* a 

2) Jede reguliire Determinante (9 —1)*" Grades des Systems der 
Qix(@ >1) ist im einer reguldren Determinante 0%" Grades als Sub- 
determinante enthalten.** 

I. Es ist stets 
(7) @é2@-1 (0=2,3,..-1), 
oder 
lo —2h-1+h-220 (9 = 2, 3,... 7; 1, = 0); 
in Worten: 
Der ot® Elementartheiler eines Systems ist stets 
durch den (9 —1)**" theilbar.*** 


Dass Satz I fiir 90 = 2 gilt, ist evident; denn jedes Element aj, 
enthalt p zur Potenz 1,, also tritt » in jeder Determinante zweiten 
Grades mindestens zur Potenz 21, auf; daher ist 

l, = 21, L— >], 
und somit i 
Cy. 

Wir nehmen nun an, es sei fiir ein bestimmtes @ bewiesen, dass 

in jedem Systeme yon Elementen a;, der oben beschriebenen Art 


(8) CS Ley... Spt 


sei, und zeigen, dass dann fiir dieses 9 nicht nur e¢—1 < @, also der 
Satz I giltig ist, sondern dass auch fiir dieses und fiir jedes kleinere @ die 
beiden ersten Satze 1) und 2) gelten. Da wir nun oben sahen, dass in 


* Smith, Phil. Trans. 1861 (62), vol. 151, 8.318; Proc. of the Lond. math. soc. 
1873, vol.4, 8.237. Stickelberger, Crelle’s Journal (79) Bd. 86, S. 38—39. 
Frobenius, ebendaselbst (80) Bd. 88, S.116. Hensel, daselbst (95) Bd. 114, 
8.52ff. Frobenius, SB 1894, S, 33. 

** Hensel und Frobenius am zuletzt genannten Ort. 

*** Vergl. ausser der unter * citirten Literatur: Weierstrass, BM 1868, 
S.331, Anm. (Ges. Werke Bd. II, 8S. 36). Die obigen Entwickelungen geben wir 
mach Frobenius, SB 1894, 8. 33 fig. 
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jedem Systeme e,<e, ist, so sind damit alle drei Sitze mit emem 
Schlage bewiesen. 

Greifen wir, um jetzt zum Beweise iiberzugehen, eine Deter- 
minante gt" Grades (@ > 2) unseres Systems der ax 


Me=|eyuy| (Wty Hey -- + Mor Y= My YM2y+- + YQ) 

heraus, die nicht (identisch) Null ist. Der Primtheiler p soll im 
gréssten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten ot Grades 
von M zur Potenz J enthalten sein, in M selbst also zur Potenz J). 
In M giebt es mindestens eine Subdeterminante (9 — 2)" Grades, 
welche genau durch die 1, 2° Potenz von p theilbar ist; eine solche 
werde mit 7 bezeichnet. Alsdann ist nach einem bekannten Satze 
tiber Systeme von Subdeterminanten 


(9) MT = PS— QR, 


wo P, Q, R, S Subdeterminanten (9 — 1)** Grades von UM sind. Die 
linke Seite vorstehender Gleichung ist genau durch die 
(lo + 1,2) Potenz 
von p theilbar, die rechte mindestens durch die 2U,_*°; daher ist 
lotiljer = 2h, 
oder 
1 — aS — Y-1. 


Da ferner die Ungleichung (8) nach Voraussetzung fiir jedes System, 
also auch ftir das von M, gilt, so ist 


(10) ae ee haat ep acct tae eae ay 
wo 1j=0 zu setzen ist. Da, wie schon bekannt, 
i-hsh— | 

ist, so gilt der auf (10) sich stiitzende Beweis unserer Sitze auch 
fir 9 = 2. 

Nunmehr wollen wir irgend eine Subdeterminante unseres Systems 
der Qik 

Li | eg| (= ey, Rye Hots A Aggy tna) 

vom Grade @—1 mit der Determinante M in Beziehung setzen. 
Aus L geht dadurch eine Determinante ot Grades 


Duy =|Mgo| (9 = %, %,--. He—15 BS 6 = dy, Ag, . . « Ags, v) 


hervor, dass man die Zeile und Spalte, in welcher das Element a,, 
von M steht, zu Z hinzunimmt. Gehdrt das Element dy» einer Reihe 
von ZL an, so ist Ly,=—0O zu setzen. 


‘ 
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Dann gilt nach Kronecker* die Identitit 
| Lay»— Lyry|=0 (w= my,... Ho} Y= 4)... YQ). 
Entwickelt man die linke Seite derselben nach Potenzen yon L, so 
kommt: 
(11) Ie M = Ie-*M, + Te-?M, +--+ M,, 
wobei M, (6 =1,2,...@) homogene Funktionen ot" Grades der 


Gréssen L,, bedeuten, deren Koefficienten Subdeterminanten (9 — 6) 
Grades von M sind. 


* Kronecker, Crelle’s Journal(70) Bd. 72, 8.153; Frobenius, SB 1894, 

S. 34. Letzterer zeigt daselbst, dass der Kr.’sche Satz eine Folgerung des nach- 
stehenden Satzes von Sylvester (Phil. Mag. 1851, 8.279; Frobenius, Crelle’s 
Journal (79) Bd. 86, 5.54; SB1894, S. 242) ist: Greift man aus einem Systeme von 
Elementen a;, eine Determinante 

P=|a,,| (*#=%,.-.%9, 2=4,,... dQ) 
vom oten Grade und eine Determinante 

Se lausl OS igs. tes P= 715-00) 
vom ster Grade heraus und bildet die ¢? Determinanten 


OR aeae ob ih 7 
Pyy=| 47! ( x 1) oF o 1) a 
W= Uy,------ Hey VS Monee v, 
(o + 1)en Grades, so ist identisch 
Ayy Ay #4» Ap *1, Vy : Gas, #8 


FPiiee eee | 
ae a a . 
Feit “; Hay ay Mardy “Mas % Mss 
id WO . : . 
hepa s eS Caen eats Guy 


Fiir den zweiten Faktor rechts wollen wir kurz 
D7 Uy 
W,2 Guy 
schreiben; ferner sez speciell s=o+1. Dann wird, wenn wir weiter voraussetzen, 
dass P und S keine Reihe des gegebenen Systems gemeinsam haben, fiir 


a,4=90 (Uys Mey Y=%,..-¥,), 


Pi y 20 14 poe Pa, ,» und somit unsere vorstehende Identitiit zu 
ron Qyy Uny 
| Puv— Pay, |= P? a, 9 


Der zweite Faktor rechts ist aber Null, weil in dieser Determinante 
(29+ 1)ten Grades alle Elemente Null sind, welche die letzten o+1 Zeilen mit 
den letzten e+1 Spalten gemeinsam haben. Also ist 

[tesa Cuelesn 
und das ist die Kronecker’sche Identitét. Haben P und S Reihen gemein, so ist 
durch wiederholtes Hinschreiben von Reihen ein System zu schaffen, wo dies 
nicht mehr der Fall ist. Dadurch ergiebt sich sofort die oben angegebene dies- 
beziigliche Vorschrift. 
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Der Primtheiler p sei in L zur Potenz 1 und im gréssten gemein- 
schaftlichen Theiler aller Determinanten L,, zur Potenz J’ enthalten. 
Also enthilt Le-°M, den Faktor p mindestens zur Potenz 

(e—os)l+le+Uc=—t (6=1,2,.-.-0); 
Le M enthialt p genau zur Potenz 
ol + ly = t. 
Nun ist 
Fe ID eel eee 1 oe 
wegen (10) aber 
lo-o— Yoga (6 =0,1,.--e—1), 
mithin 
(12) te41—toSe(l'—1I —Y—h-1) (© =0,1,...9—1). 

Wir behaupten nun, dass 
(13) U—t1<le—e_1 
ist. Denn wire 

U—t>k—U_4, 
so ware nach (12) 
Tait 
also 
Tosi eo, (6 =O, Lio 4) 
oder 
To > Te—1>..-.- > ty > b> 

Nun enthalt aber die linke Seite von (11) den Primtheiler p genau 
zur Potenz t,, also kann ihn nicht jedes Glied der rechten Seite zu 
einer hdheren Potenz enthalten. Also gilt die Beziehung (13), die 
man auch schreiben kann 
(14) btleu-sitl; 
bedeutet nun 4’ den gréssten gemeinschaftlichen Theiler aller Super- 
determinanten* von L, so ist sicher 

ep 
und somit wegen (14) 
Ae oy ea Sy ik 
Damit haben wir den wichtigen Satz gewonnen: 

3) Das Produkt zweier Determinanten 9%" und (9 —1)*" Grades S, 
bez. Sp_1 eines Systems ist theilbar durch das Produkt aus dem grissten 
gemeimschafilichen Theiler aller Subdeterminanten (9 —1)*" Grades von S, 


und dem grossten gemeinschaftlichen Theiler aller. Superdeterminanten 
oe" Grades von Sp—1.** 


* Ist B eine Subdeterminante von A, so heisst A eine Superdeterminante 
von B. 
** Der Satz lasst sich noch verallgemeinern. Vergl. Frobenius, 1 c. 8. 35. 
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Mit Hilfe dieses Satzes kommen wir rasch ans Ziel. Wir wahlen 
jetzt fir LZ und M regulére Determinanten (9 — 1) bez. 0%" Grades ‘ 
unseres Systems. Dann ist 

te ee 
und (14) geht in Breton te, 
peel at, 
Ub, Y—12t—1. 
Aus den beiden ersten der drei letzten Ungleichungen folgt 
ela; 
und somit ist wegen der dritten ie 


iiber; ferner ist 


lo—1= Ip—1. 
l' = 1, 
Damit sind aber die Sdtze 1) und 2) fiir den betrachteten Werth 
von @ und fiir jeden kleineren bewiesen. Nach Satz 1) ist ferner, da M 
regular ist, 
und deshalb wegen (10) 
bo—1— lp —3 Sly — lo—1 


€o—1 Se. 


Analog findet man 


b= lp—s, 


oder 


Damit sind unsere Sdtze 1), 2) und I allgemein bewiesen. 


6. Die Bedeutung der Siitze 1) und 2) fiir die Theorie der ET 
wird im Folgenden erst zu Tage treten; in Satz I dagegen haben wir 
einen ersten Fundamentalsatz tber Elementartheiler gewonnen. Wir 
werden aus ihnen zunichst einige Folgerungen ziehen: 

a) Ist von den Zahlen /,,/,...1, die Zahl 1,>0, aber Jg,_1=0, 
so ist nach (4) auch 

pa Tpne=1  — O; 
da nach Voraussetzung Pee eT et 0 
ist, so sind nach Satz I auch 
Cot+1, €942)°°° 
von Null verschiedene, positive ganze Zahlen. Die Differenzen 
Gu Ugg lgta— lott, +s lp — trot 

sind daher grésser als Null; mithin ist wnter der gemachten Voraussetzung 
(15) O=——)=--- = hich <hai<::- <b, 
wie wir dies fiir einen Specialfall schon in 2 nachgewiesen haben 
[vergl. (2)]. Ferner hat man 
(16) PL OPE ed LEA 

€Cp—1= G—2 = =H = 0. 


12 a ie 
Zur Basis » gehéren also hier die ET 
pir, pr—1,..- pre 


des Systems. Enthilt der 7** ET unseres Systems den Primtheiler p 
linear, so ist p ein linearer ET des Systems (4), und simmtliche zur 
Basis p gehérende ET sind nach (16) ebenfalls linear. Dies tritt ein, 
wenn p, das in D, zur Potenz 1, auftritt, in D,— zur Potenz l,—1 
vorkommt. Also gilt der Satz: 

4) Damit die zur Basis p gehirenden ET emes Systems vom 
Range r nur Exponenten 1 haben, ist nothwendig und hinreichend, dass 
der in allen Determinanten re" Grades zur Potenz 1, auftretende Prim- 
theiler p in allen Determinanten (r —1)” Grades zur Potenz 1l.—1 
auftritt. 

Hin anderes Kriterium fiir das Vorhandensein lauter linearer ET 
von gegebener Basis lernten wir fiir einen Specialfall in 3 kennen; 
dasselbe gilt auch hier und lisst sich leicht fiir ein System vom 
Range r verallgemeinern. 

b) Jeder Primtheiler p, der in D, zur Potenz J,(> 0) enthalten 
ist, tritt wegen (15) auch in /, auf und zwar zu einer Potenz, die 
kleiner oder gleich J, und nicht Null ist. Jeder Theiler von D, ist 
sonach em Theiler von E,, und wmgekehri. 

c) Wie wir wissen, ist D, das Produkt simmtlicher ET unseres 
Systems; da nun fiir einen Primtheiler p 


Up—1 = @p—1 t+ Cr—a t+: + & 
ist, so findet man mit Riicksicht auf (16) D,1; aus den ETn 


! ' 
e, 2. , 2 
WO Ui tak area! kaha hi teak Pies 


des Systems, indem man die ET héchsten Grades p*, g’r..., die zur 
Basis p,q... gehdren, weglisst und das Produkt der tibrigen ET 
bildet; analog findet man D,_2 u.s.w. Sind also der Rang und die 
E'T eines Systems bekannt, so kann man auf diese Weise die grissten 
gemeinschafilichen Theiler D, berechnen. Man kann aber auch auf 
Grund von (16) den ersten, zweiten, ...r'" Elementartheiler sofort hin- 
schreiben: 

Die héchsten Potenzen von p,q,... sind die Faktoren von E,, die 
zweithéchsten diejenigen von F,_ 1, u.s.w. So besitzt in unserem 
Beispiele S. 3 die Determinante D den ET (a,4,+,4,) dreimal, 
ausserdem den ET (a,4,-+ 0,4,); daher ist 


Eg= (G4, + by Ag) (Gay + bed), E,= Ey= (QA, + 0,4,), EH, =1. 
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Nennen wir p’e einen einfachen Elementartheiler*, E, (6 =1, 
2,...m) emen zusammengesetzten Hlementartheiler des Systems 
der a,x, so ist durch die Betrachtungen in 4 die Berechnung der ein- 
fachen ET aus den zusammengesetzten, durch vorstehende hingegen 
die der zusammengesetzten ET aus den einfachen gegeben. Wird von 
einem ,,H'T“ schlechthin gesprochen, so ist stets ein ,,einfacher“ gemeint. 

Stimmen fiir zwei Systeme der Rang und die einfachen ET 
tiberein, so stimmen auch die zusammengesetzten ET beider Systeme 
tiberein, ebenso die gréssten gemeinschaftlichen Theiler ihrer Sub- 
determinanten gleich hohen Grades. Auch ‘das Umgekehrte ist richtig. 

d) Nun eine Folgerung aus 1)! Ist R eine regulire Determinante 
o*" Grades des Systems, so enthilt sie nach Satz 1) eine regulire 
Determinante (9 — 1)'*" Grades als Subdeterminante, letztere hat wieder 
nach 1) eine reguliire Determinante (9 — 2)" Grades als Subdeter- 
minante, u.s.w.; p tritt also im gréssten gemeinschaftlichen Theiler 
aller Subdeterminanten ot Grades von AR genau zur Potenz J, auf 
(6 =1,2,...0); die zur Basis p gehdrigen ET einer in Bezug auf die 
Basis p reguliren Determinante des Systems der a;; sind zugleich ET 
des gegebenen Systems. 

e) Zum Schlusse eine zweite Folgerung aus 1). Jede Determinante S 
vom go" Grade aus den a;, ist durch den gréssten gemeinschaftlichen 
Theiler Z,_, aller Subdeterminanten (9 —1)*" Grades von Sp, theil- 
bar (4). Ist S. regular, so enthilt es den Faktor p genau zur Potenz lp, 


T,—1 enthilt ihn wegen Satz 1) genau zur Potenz /,_1, und somit 
tritt p im Quotienten So 

Miyail 
zur Potenz 


L, — boos = C9 

auf. Dies besagt, da in H, der Faktor p zur Potenz e, auftritt (4): 

5) Der 0” Elementartheiler eines Systems von Elementen aj; ist der 
grisste gemeinschaftliche Theiler der Quotienten, welche man erhilt, indem 
man jede Determinante 0%" Grades des Systems durch den grdssten 
gemeinschaftlichen Theiler ihrer Subdeterminanten (9 —1)*" Grades dividirt. 

Dieser Satz lisst den 0%" Elementartheiler eines Systems selbst als 
einen grissten gemeinschaftlichen Theiler erscheinen, wahrend er friher 
als Quotient zweier solcher Theiler definirt wurde. Smith definirte 
zuerst den 0%" ET auf vorstehende Weise als gréssten gemeinschaft- 
lichen Theiler.** 


* Nach Frobenius. lLetzterer braucht die Bezeichnung ,,zusammen- 
gesetzter ET“ in anderem Sinne. Vergl. Crelle’s Journ. (79) Bd. 86, S. 162. 

** Smith, Phil. Trans. 1861 (62), vol. 151, S.318, Die Benennung ,,gter ET“ 
fihrte Frobenius (Crelle’s Journ. (79) Bd, 86, S. 148) ein. 
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7. Vertauscht man im Systeme der a;, parallele Reihen, so bleibt 
die Gesammtheit der Determinanten o® Grades (6 =1, 2,...m), welche 
man aus ihm entnehmen kann, abgesehen vom Vorzeichen, ungeindert; 
daher bleiben der Rang r, die Zahlen J,, e, und die Ausdriicke Dg, Eg 
dieselben. 

Dies vorausgeschickt nehmen wir nun einmal an, dass in unserem 


Systeme 
y Qik = Ui, 


dass also das System ein symmetrisches sei. Ueber ein solches System 
wollen wir nun mit Hilfe von Satz 2) in 5 einen fiir spitere Ent- 
wickelungen héchst wichtigen Satz ableiten* Zunichst fiihren wir fiir 
solche Systeme einen neuen Begriff ein: 

Hine Subdeterminante eines symmetrischen Systems, deren Diagonal- 
elemente der Diagonale des Systems angehéren, wird eine Haupt- 
unterdeterminante genannt; dieselbe ist ebenfalls symmetrisch. 

Angenommen nun unter den Hauptelementen sei kein regulires; 
dann sei a, ein regulires Element. Die Hauptunterdeterminante 


zweiten Grades 9 
Qii Ake — Aik 


enthailt dann p genau zur Potenz 2/,; also ist 


ly < 2h; 
wir wissen aber, dass die Ungleichung 
1, > 21, 

besteht (5). Daher muss 
I, = 21, 


sein, und die Determinante a@;; a. — a@;,” ist sonach regular. 
Um jetzt zu allgemeineren Betrachtungen iiberzugehen, nehmen 
wir an, dass die Hauptunterdeterminante 


Ps 
Asi Say = Ay Az9 eee Ae—1, e—1 


vom (9 —1)*" Grade reguliir sei, dagegen keine der Hauptunterdeter- 
minanten 9 Grades 


Aj; = > TE Oy; Ugg. ss G@,—1,9—1%ii, 


wo 7>@—1 ist. Dann giebt es nach 2) eine regulire Subdeter- 
minante oe" Grades 


Ay. = Y TE Gy Ggg - . - Mg—1, 9-1 Mik, 
welche Ay; enthilt. Setzen wir dann fiir 9 +1<r 
Agi = eae Qy1Agq - + + Ag—1, gp—1 Mit Meky 


so ist nach der Determinantentheorie, da in Ay 44 


* Vergl. zum Folgenden: Frobenius, SB 1894, S. 36 fig. 
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adj. Qu = Axx — > ste Ay, M9 --- Ga—1, e—1 kk, 


adj. Ank = A;;, 
‘ adj. = Ajr 
ist, 
(17) Ag—1Agii= Aj; Ayr— Air. 


Nun hat A;, den Faktor p genau zur Potenz l,, Ai; und Axx 
haben ihn zu héherer Potenz; steckt daher p in Api, zur Potenz Uj 41, 
so ist, weil Ap_; regulir ist, wegen (17) 


(18) (mn her 20 


nach I aber loq1 — 2lg +11 > 0 


und somit 
loti > Ig4i- 


Da aber andererseits p in Dg41 zur Potenz J,41 und in der ein- 
zelnen Subdeterminante Aji; zur Potenz 1,41 auftritt, so ist sicher 


To44 = [y435 
aus den beiden letzten Ungleichungen folgt aber 
(19) loa = Ths 


d. h. Ay4; ist regulir. Ferner ergiebt sich aus (18) und (19) 
Cg ti = €o- 


Bezeichnen wir jetzt allgemein die Determinante 


ya Ay1 Ig «+ + Aao 


unseres Systems mit A,o (A,,;=4,), so kénnen wir auf Grund 
der eben angestellten Betrachtungen unser gegebenes System durch 
passende Anordnung der Zeilen und entsprechende der Spalten, ohne 
also die Symmetrie aufzuheben, in ein anderes so umformen, dass die 
Reihe der Hauptunterdeterminanten 


A,, Az,--+ Ar _ 
folgende Higenschaften hat: 
6) Ist Ag nicht regular, so sind nicht nur Ap; und Ay+1 regular, 
sondern auch 
Bo =oe 41 Ag9 - - - Ag—1, 91%, 041) 
aber nicht - 
Co ae Ay M9 +» Mg—1,9—1%9-41, 0413 


ferner ist stets A, reguldr. 


16 §1, 78. 


Falls A,—, nicht regulir ist, so ist das zuletzt Behauptete nach 
dem Vorhergehenden, als richtig Erwiesenen, giltig. Ist aber A,—; 
regulir, und wird oben g@ = 7, also 

A;;, et 41 Meg Pass Ay —1, r—1 Wik 
u. s. w. gesetzt, so ist nach (17), da hier A,;,;—0 zu nehmen ist, 
A;; Ann = Aix’} 

wiiren nun die Hauptunterdeterminanten, welche A,_, enthalten, alle 
nicht regulir, so gabe es wegen Satz 2) eine regulire Determinante 
A;,, die rechte Seite vorstehender Gleichung enthielte p genau zur 
Potenz 21,, die linke zu einer héheren Potenz. Hs muss daher eine 
reguliare Hauptunterdeterminante r** Grades geben, welche A,_, ent- 
halt, u.s. w. 

Zugleich hat sich folgender Satz tiber ET ergeben: 

Giebt es in Bezug auf einen Primtheiler p eime regudre Haupt- 
unterdeterminante (9 —1)'" Grades, dagegen keine reguldre Haupt- 
unterdeterminante o" Grades, welche die erstere enthiilt, so ist fiir ep +1<r 

€e4+1 => 9. 

8. Ziehen wir neben unserem Systeme von n* Elementen a;, ein 
zweites von n? Elementen 6;,, die mit den a,;, gleichartig sind, in Be- 
tracht, so erhalten wir aus beiden durch Composition ein drittes 
System von n? Elementen 

Cin = 041014 + Aig bex + Aig bse + +--+ Ginbanr (t, K=1, 2...n) 
derselben Art. Es entsteht nun die fiir unsere Theorie fundamentale 
Aufgabe, die zusammengesetzten ET dieser drei Systeme mit einander 
im Beziehung zu setzen. Diese wird durch folgendes Theorem gelést: 


Il. Der ot® Klementartheiler eines Systems, das aus zwei 
(oder mehreren) Systemen gleicher Art componirt ist, 
ist ein ganzes Vielfaches des ot*® Elementartheilers 
jedes dieser Systeme* 

Um dasselbe zu beweisen, bezeichnen wir allgemein den gréssten 
gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten o* Grades des 
Systems der 6;, mit B,, das der ¢;, mit Cy; der Primtheiler p sei in 
By zur Potenz Be, in C, zur Potenz yp enthalten. Es sei ferner 

L=|bya| (= %,... %g—15 4 = Ay)... Ag —1) 
eine reguliire Determinante (@ — 1)'*™ Grades aus den B;, und 


* Smith, Phil. Trans. 1861 (62), vol.151, 8S. 320; Proc. of the L. math. soc. 1873, 
vol. IV, 8.244. Frobenius, Crelle’s Journ. (80) Bd. 88, 8.114 u.SB 1894, S. 40 
u.§.42, Hensel, Crelle’s Journ. (95) Bd. 114, 8.110. Obiges nach Frobenius 
a. letztgenannten O. 
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M=|Cuv| (= Uy) + Mey Y= 4)... Ye) 
eine regulire Determinante o'* Grades aus den ¢;;.* Wegen Satz 1) 
enthalt dann der grésste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeter- 
minanten (@ — 1)*" Grades von MM den Faktor p genau zur Potenz y—1. 
Nun betrachte man das System 


O. sewers Br, %o—4 Dates ar tkF aches oe On, % 

Oa ea, hi Pi as eee 2 Ora Ld Wir hd ae %o 
ty 

Cua Sore ee Chrrto—4 Cur, eevee Cu, ¥%o 

uo: y ae ae Cup 2g —1 Cups 1 eee Cups % 


und denke sich dieses System im Artikel 5 zum Systeme der aj, ge- 
wihlt, nehme fiir die Determinanten Z und M daselbst die oben an- 
gegebenen Determinanten Z und M und wende die Formel (13) an. 
Man erhilt, da jetzt 
T= Bo-1, = Ye, Wy—1 = Ye—1 

P— Posie Yer vom 
Eine Determinante L,, hat die Gestalt 


zu setzen ist, 


Din: ay s.r wise Oh 8p 4 Di. 

b ; b (U = My, +++ Mey V= MY)... YQ); 
*o—1) a 7. %o—1949—1 %¥o—19” 

Ob sty je sree cai Curty—1 Cu,y 


ist also eine homogene lineare ganze Funktion von m Determinanten 
eo Grades des Systems p,,...6 bi 


i ea 


Deas see On, tot Dees 
wie sich wegen (20) durch Zerlegung von L,, sofort ergiebt. Also 
enthalt L,, den Faktor p mindestens zur Potenz B,, es ist 
L' = Bo 


und somit 
Bo re Bo—1 aS Ye — Ye—1) 


w. Zz. b. w. 


* Ist r,(r,) der Rang des Systems der ¢,,(0,,), 80 ist ™,<T,, da jede 
Determinante oten Grades aus den ¢,, eine lineare Form der Determinanten 
oten Grades aus den 0,, ist (Baltzer, Determinanten, Leipzig 1881, fiinfte Aufl., 
§ 6; vergl. auch 10). Ist daher e<r,, so ist auch e <7, 


Muth, Elementartheiler. 


ine) 


18 Sak 9, 


9. Lisst sich der eben gewonnene Fundamentalsate wmkehren? Ehe 
wir auf diese wichtige Frage eingehen, miissen wir uns niher mit der 
Composition von Systemen befassen. Dies wird im nichsten Paragraphen 
geschehen; hier soll zuvor noch eine fiir spitere Anwendung wichtige 
Higenschaft der Subdeterminanten unseres Systems der aj, (4—7) dar- 
gelegt werden; die friiheren Bezeichnungen behalten wir bei. Seien nun 


% = yy Xqy-- » He 


Pa|tal, Q=loelf ga 
7) rea 


B=|aqi|, S—lael\ 9 yy 
et Yat 
vier Determinanten o*® Grades aus den a;;; die Indices v,...v, kénnen 
zum Theile mit den Indices 4,...4, iibereinstimmen, ebenso die In- 
dices w,...@. mit den Indices. %,...%. Ist dieses der Fall, so 
verschaffen wir uns durch wiederholtes Hinschreiben von Reihen ein 
neues System, in welchem dasselbe nicht mehr der Fall ist. Fiir das 
neue System sind die Gréssen D,, J, u.s.w. dieselben, wie vorher, da 
alle neu hinzukommenden Determinanten o*" Grades (identisch) Null 
sind. Nun ist nach dem Satze von Sylvester in 5, $8.9, Anmerkung: 


Ay, Any 


(20) | P,.|=Pe-4 


wo 


(4 = U1) +++ Ue, Y= M%,---%); 


Puy = | oz | (6 = %,... Hp, U3 t= Ay, .-- dg, v) 


ist, und das System der Determinante rechts aus denen von P, Q, R, S 
in bekannter Weise gebildet ist. Setzt man nun in den Determinanten 
von (20) fiir a,, Null, so erhalt man wie 8.9, Anmerkung, 


Re ag ie ae Ss Pe eee ag ra Ay, ayy 
oder ee 
(21) [RO Py HO 


Jetzt entwickele man die linke Seite von (21) nach Potenzen 
von P; es wird bei geeigneter Umstellung 


(22) Pes — Pt R= (PS —OR) Pe 

= 8, Pe—1 + 8, Pe—? == 85, 
wo S;(¢ =1,2,...0) eine Summe von Produkten aus Determinanten 
(90 —s)*™ Grades aus dem Systeme von S und Determinanten gt 
Grades aus den P,, vorstellt. Jede von den letzteren Determinanten 
ist aber wiederum nach obigem Satze von Sylvester gleich einer 


Determinante (g + ¢)*™ Grades des gegebenen Systems der a, mul- 
tiplizirt mit Ps—1, Also enthilt 


Definition und allgemeine Higenschaften der Elementartheiler. 19 


Poy ea fe 
den Faktor p mindestens zur Potenz 
bam ot bata (0 —1)t SEs (¢ =1,2, oe 0), 
wenn p in P zur Potenz / auftritt. Nun ist aber wegen I in 5 
Lie a Ula (otcti — lo+4<) a (yp—>— lp ne=s) = 0, 
also Peng Sone 


Daher tritt p in (22) rechts mindestens zur Potenz 
auf. t= bos + bo4i+ (o—I)l 
a) Daher muss p in PS— QR = 


mindestens zur Potenz lp_1+ 1,41 auftreten. Da stets nach I 
Uop—1 + Ip 4a & 2le 
ist, so hat dieses Resultat nur dann Bedeutung, wenn 
lo—1 + lp41 > 2, 
b) Ist @ =r, also gleich dem Range des Systems, so wird 
PS—QR=0,;* 
weil die Determinanten (r + ¢)*" Grades jetzt alle Null sind. Diese 
Bemerkung kann man benutzen, um den Satz zu beweisen: 

c) Der Rang r einer schiefsymmetrischen Determinante | a;x| ist 
stets eme gerade Zahl.** 

Denn wire r ungerade, so betrachte man eine Determinante 
gee R= | ua) (= yy - + Ur, A= yy. -- Ar) 
aus den a;,, die nicht Null ist. Dann wird 
eae WN ete dete sae oe.) 
Q@=R(-1y=—-Rk 
ist. Nach obigem Satze b) wire dann das Produkt der Determinanten 
P =| 043: Cy ey a7) 
S =| au! (U, w= Uy). ++ Ur) 
gleich —R?, also nicht Null, wahrend doch P und S als schief- 
symmetrische Determinanten ungeraden Grades beide Null sind; also 
ist 7 gerade, w.z.b. w. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen bemerken wir noch, dass Alles 
in Artikel 4—9 Gesagte Wort fiir Wort giltig bleibt, wenn wir unter 
den a; ganze Grissen eines beliebigen Korpers von algebraischen Zahlen 
oder Funktionen, unter p einen wirklichen oder idealen Primtheiler 
in dem betrachteten Korper verstehen. 


ist. 


nicht Null sein, da 


und 


* Frobenius, Crelle’s Journ. (77) Bd. 82, 8, 240. 
** Frobenius, l.c. 8. 242. 
9* 


90 § 2, 10. 


§ 2. Symbolisches Rechnen mit bilinearen Formen.* 
10. Wir betrachten ein System 


von n? Elementen aj, beliebiger, aber unter sich gleicher Art. Die 
a; brauchen also jetzt nicht mehr ganze Gréssen zu sein, es kénnen 
irgendwelche Zahlen eines algebraischen Zahlenkérpers — z. B. irgend- 
welche rationale Zahlen — oder beliebige Funktionen einer oder 
mehrerer Variabelen, u.s.w., sein. Dieses System von n? Hlementen 
fassen wir mit Frobenius im Bilde einer bilinearen Form 


A = San ciys (th 15.2,2 32%) 
zusammen, deren Koefficientensystem eben jenes System der a,;, vor- 
stellt, deren Determinante also mit der Determinante 
|aiz| @,B—=1,2,...n) 
identisch ist. Die Form A heisst eine ordindre oder eine singuliare, 


je nachdem ihre Determinante |a;,| nicht Null bez. nicht identisch 
Null oder Null bez. identisch Null ist. 


a) Multiplikation. 
Wir ziehen nunmehr neben der bilinearen Form A eine zweite 


bilineare Form p = Samy (0, ki = dels “amy: 


die, d.h. deren Koefficientensystem, mit A bez. dem Systeme der a;, 
gleichartig ist, in Betracht. Aus beiden Formen leiten wir alsdann 
eine dritte bilineare Form 

(1) ine fase (a1, 2.0 an) 

gleicher Art ab. Von dieser Form P sagen wir, sie sei aus den 
Formen A und B zusammengesetzt, und bezeichnen dieselbe mit 
AB, wo A und B in dieser Reihenfolge zu nehmen sind. Wir nennen 
die Form P auf Grund der symbolischen Gleichung 

(2) P= AB 

geradezu das Produkt der Formen A und B, A und B die Faktoren 
des Produkts. 


* Ueber die Entwickelung dieser Theorie vergl. Encyklopadie der mathem. 
Wissenschaften, Leipzig 1899, Bd. I, S. 169, Anmerk. 19. Obige Darstellung 
schliesst sich an Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen, 
Crelle’s Journal (78) Bd. 84, 8.1 fig. an. 
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Wo also im Folgenden ein Produkt AB von Formen auftritt, ist 
dasselbe symbolisch aufzufassen, wihrend die Addition und Subtraktion 
von Formen im gewéhnlichen Sinne zu nehmen ist. 

Die Bildung des symbolischen Produktes zweier Formen setzt 
voraus, dass dieselben von gleichviel Variabelenpaaren abhingen; trifft 
diese Voraussetzung nicht von vornherein zu, so kann man dadurch, 
dass man zu einer der Formen Glieder mit Koefficienten Null hinzu- 
fiigt, bewirken, dass beide Formen von gleichvielen Variabelenpaaren 
abhiingen. - 


Nach (1) ist nun 


OB OA 
(3) d af = San ViGg. = bingy, Ye 
=a biz 2; Yk» 


wo 2,k,l=1,2,...m zu setzen ist. Fir 


(4) P= >in wigs (as att) 


wird somit 
(5) Pir= >be (b= 1,2,...2). 
Bezeichnen wir allgemein die Determinante einer Form 
A = San aeys (i,k =1,2,...n) 
mit |A|, so ist wegen (5) 
oder es ist j Sore eta a 
(6) (AB) =| A|-| Bl. 

Das System der Determinante |.AB| ist aus denjenigen von |A| 
und | B| in ganz bestimmter Weise componirt (zusammengesetzt), wenn 
P=AB aus A und B zusammengesetzt ist. 

Jede Subdeterminante o*" Grades von |AB| ist ferner wegen (5) 
eine homogene lineare ganze Funktion der Subdeterminanten o'” 
Grades von |A| und eine ebensolche Funktion der Subdeterminanten 
o' Grades von | BI. 

ll. Fiir die symbolischen Produkte gilt 

1. das distributive Gesetz. Denn ist 


C= Seimiye (ph 1,270.) 
eine weitere bilineare Form, so ist nach der Definition 
aA Boe aA as ac 
BACs a eD as ee Tek a ee en oe 


und somit 


(7) ieee CyB. AC. 


OD) § 25,113 


Ist D=Ddanye (i,k=1,2,...1) 
eine weitere bilineare Form, so folgt aus (7) 
(8) (A+ B)\(C4+ D)=(A4+ BC+ (A+ B)D 


=(AC+ BC+ AD+ BD). 
Sind a und b konstante Gréssen, so ist per definit. 
(aA) B= A(aB)=aAB, 
(aA +bB)C=aAC+ dBC; 
\aAl== a Al: 
Es gilt ferner fiir diese Produkte 
2. das associative Gesetz. Denn (AB)C entsteht nach (1) dadurch, 


wegen (7) also 


ferner ist 


dass man in B zuerst aA 
OO oy, 
und dann ac 
Yi = Ga, 


setzt, (A B)C hingegen dadurch, dass man diese Handlungen in um- 
gekehrter Folge vornimmt. Nun ist es aber gleichgiltig, in welcher 
Reihenfolge man diese Handlungen vornimmt; es ist daher 


(AB)C = A(BOC). 


Durch diese Gleichung ist die Schreibweise ABC fiir (AB)C = A(BC) 
gerechtfertigt. Nach dem eben Gesagten ist 


0A @6C ‘ 
(9) ABC = Sin Fy a, Gy iad Oem): 
Ferner wird wegen (6) 


| ABC|=|(AB)C|=|AB]-|C|=|4]-| Bl -|C| 


oder 
(10) | ABC|=|4]|-|B-|C|. 

Nach dem am Schlusse von 10 Gesagten ist jede Subdeterminante 
o** Grades von | ABC | eine homogene lineare ganze Funktion der 
Subdeterminanten oe" Grades von |.A| bez. von |B| oder | C|. 

Ist P = ABO, so entsteht das Koefficientensystem von P aus den 
Systemen von A, B und C dadurch, dass es aus ihnen in ganz be- 
stimmter Weise successive zusammengesetzt wird, derart, dass das 
System von A zuerst mit dem von B, und das so erhaltene System 
wieder mit dem System von C, oder auch zuerst das System yon B 
mit dem von C, und das neue System mit dem von A — immer in 
ganz bestimmter Weise — zusammengesetzt wird. 

Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich leicht auf Produkte 
von vier und mehr Formen ausdehnen. Man hat 


Symbolisches Rechnen mit bilinearen Formen. 93 


A(BCD) = (AB) (CD) =(ABC)D = ABCD, 


U.S. W. 
Ist 
S= dsnaiy, T= Stary G,k=1,2,...0 
eo D> ’ =, k (, YH) ) 
(11) B=SAT 
so geht nach (9) B dadurch aus A hervor, dass in A 


m= FE = sits t S23 %2+ +++ + Spin 
s Ay U1, 2525 ai) 
ele Fee bir Yr t+ tisYot -+> + tinYn 


gesetzt wird, oder es geht, wie sich Frobenius kurz ausdriickt,* die 
Form A durch die linearen Substitutionen S und JZ in die 
Form B iiber. Das symbolische Produkt B=SAT erscheint also 
bei dieser Auffassung als der Ausdruck einer linearen Substitution fiir 
jede der zwei Reihen Verinderlicher, wobei nur in der transformirten 
Form £B die neuen Verinderlichen wieder mit 2; bez. y; bezeichnet 
werden. Nach (10) besteht fiir die Determinanten der Formen A und B 
und die Determinanten der linearen Substitutionen S und JT, wenn 
B=SAT ist, die Gleichung 


|B|=|S|-|4|-| 7. 


Wenn in (11) die Form S das Produkt zweier Formen U und V 
ist, so heisst die Substitution S ebenfalls das Produkt der beiden 
Substitutionen U und V oder die aus U und V zusammengesetzte 
Substitution. Die Systeme der Substitutionskoefficienten der Sub- 
stitutionen UV, U und V stehen in dem Zusammenhange, dass man 
das erste aus den beiden letzten durch Composition erhilt (10). 

Die Substitution UV geht — unsymbolisch gesprochen — aus 
den Substitutionen U und V dadurch hervor, dass in 


a= oe Geen) 
fiir die Ui; 
oU 


eal (G12 oy. eh) 
7) 


substituirt wird. Denn man erhilt pee indem man in JV die zuletzt 


angegebene Substitution (12) vornimmt, d.h. UV bildet, und dann nach 
y; differentiirt; diese Handlungen diirfen aber auch in umgekehrter 


* Crelle’s Journ. (79) Bd. 86, S. 149. 
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Reihenfolge vorgenommen werden, wodurch unsere Behauptung erwiesen 
ist. Oder auch: die Substitution UV bewirkt, da 


(UV) A= U(VA) 


ist, dass in A zuerst fiir die ; die Substitution V ausgefiihrt, und 
hierauf, wenn in der transformirten Form die neuen Variabelen wieder 
mit a; bezeichnet werden, in letzterer fiir die ~; die Substitution U 
vorgenommen wird. Ist hingegen, um die Substitution fiir die yj 
zu betrachten, 


j= 60 


so wird in A zuerst die Substitution U, dann in der transformirten 
Form die Substitution V fiir die y, auszufiihren sein. — Hier ist also 
auf die Stellung der Buchstaben genau zu achten, wenn man von der 
symbolischen zur unsymbolischen Ausdrucksweise tibergeht. 

Es gilt fiir unsere symbolischen Produkte aber nicht 


3. das commutative Gesetz; denn die Formen AB und BA sind 
im Allgemeinen verschieden. Im Falle 


AB= BA 


ist, heissen die Formen A und B vertauschbar. 
Sind B und C mit A vertauschbar, so ist mit Riicksicht auf 2. 
oben 


(12) A(BC) =(AB)C = (BA)C= B(AQ) = B(CA) = BCA, 
und analog ergiebt sich allgemeiner: 


Ist jede Form einer Rethe von Formen mit jeder Form einer zweiten 
Reihe von Formen vertauschbar, so ist auch jede aus den Formen der 
ersten Reihe zusammengesetazte Form mit jeder aus den Formen der 
zweiten Rethe zusammengesetzten Form vertauschbar. 

4. Ganze Funktionen einer Form. Jede Form, welche aus mehreren 
Formen durch die Operationen der Zusammensetzung, der Multipli- 
kation mit Konstanten, der Addition und Subtraktion (in endlicher 
Anzahl) gebildet ist, nennen wir mit Frobenius eine ganze Funktion 
jener Formen. Aus dem letzten Satze folgert man: 


Ist jede Form einer Rethe mit jeder Form einer andern Reihe 
vertauschbar, so ist auch jede ganze Funktion der Formen der einen 
Reihe mit jeder ganzen Funktion der Formen der zweiten Reihe ver- 
tauschbar. 

5. Conjugirte Formen. Diejenige Form, die aus A entsteht, wenn 
man «; und y; (¢=1,2,...m) vertauscht, wird die zu A conjugirte 
Form genannt und im Folgenden stets mit A’ bezeichnet. Man hat 
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(A= A, G@AY=aA', (44 BY =A 4 Bi 


0A OB\! 0A' OB' 
(AB) = ( oy, 3) 5 . Ox, Oy, ae AG 
und weiter ; 
‘ (ABO)! = ((AB)C] = C'(A BY = C'B'A, 
allgemein 
(13) (aboD yes DIC RA, 


Ist A mit B vertauschbar, so ist 
(ABY — (BA) = BiAl= A! B, 
und somit sind auch dA’ und B! vertauschbar. 

Eine Form heisst symmetrisch, wenn sie ihrer conjugirten 
Form gleich, sie heisst alternirend, wenn sie ihrer conjugirten Form 
entgegengesetzt gleich ist. Das Koefficientensystem einer symmetrischen 
Form heisst ebenfalls symmetrisch (7), das einer alternirenden 
schiefsymmetrisch. 

Die Form AA! ist, da nach (13) . 

AAS Ae 
ist, symmetrisch. Der Koefficient von x;y; in AA’ ist nach (5) 

Gi, + jg +--+ + ain; 
ist daher A eine Form mit reellen Koefficienten, so ist AA’ nur 
dann identisch Null, wenn ee 6 


ist. Allgemeiner: Sind a;, und 6;, in den Formen A und B con- 
jugirt complexe Gréssen, so ist AB’ nur dann identisch Null, wenn 
A identisch Null ist; denn der Koefficient von 2;y; in AB' ist 

Qi1bi1 + Gindbig +--+ + Gindin, 
und dieses ist nur dann Null, wenn A= 0 ist. 

6. Entsteht das System © aus zwei Systemen % und % durch 
Composition, sind die Formen C, A, B bez. die ,,Bilder“ der Systeme 
©, XM, B 0), so besteht entweder eine symbolische Gleichung 

C=AB(C'—B'A), 
oder eine symbolische Gleichung 
Ca 4B(C! == BA’), 
oder eine symbolische Gleichung 
C=AB(C' = BA), 
oder eine symbolische Gleichung 
C=AB (C= AD), 
eine Bemerkung, die sich leicht verallgemeinern lisst. Betrachtungen 
tiber die Composition von Systemen lassen sich auf diese Weise in 


26 § 2, 11-12. 


solche iiber symbolische Produkte von Formen verwandeln. Wir 
haben in Il unter 2. und eben hier den Zusammenhang zwischen der 
Zusammensetzung von Formen und Systemen einerseits und der Zu- 
sammensetzung von Formen und Substitutionen andererseits dargelegt. 
Aus beiden resultirt ein Zusammenhang zwischen der Zusammen- 
setzung von Substitutionen und Systemen, den man sich leicht selbst 
herstellen wird. 

Noch eine wichtige Bemerkung midge hier Platz finden: 

Bezeichnet man allgemein das System der Determinante | A| einer 
Form A mit %, so kann man die Koefficientensysteme der Formen 


A+B, A—B, AB, const.A 
symbolisch bez. mit 


4+, X—B, AB, const. W 


bezeichnen. Die (symbolische) Rechnung mit Formen kann dann auch 
aufgefasst werden als ein symbolisches Rechnen mit Systemen: % + B 
heisst die Summe, MU —% die Differenz, UB das Produkt der 
Systeme MW und Y; letzteres ist durch die Gleichungen 


Cx = Dai bis (J =1,2...n) 


definirt. U.s.w. Ist LB = BA, so heissen die Systeme YW und B 
vertauschbar; doch gelten nicht alle Benennungen tiber Formen zu- 
gleich fiir Systeme; z.B. nennt man die Systeme 2% und Y' gewdhn- 
lich nicht conjugirt, sondern man bezeichnet ' als das transponirte 
System von YW.  Solche Abweichungen werden besonders hervor- 
gehoben, im Ubrigen kinnen wir uns nach Obigem auf die Rechnung 
mut Formen beschrénken. 


b) Division. 
12. Wir setzen 
EL (i,k =1,2,...n) 


‘und nehmen an, es sei 


AX=0; 
alsdann sind die n? Gleichungen [vergl. (5)] 
it 21z + Aig ax +++ Gindnr (2,6 = 1, 2,...0) 
durch die a, erfiillbar, wenn wir A als gegeben annehmen; es muss 


daher |A|=0 


sein. Ist hingegen | A|=|-0, so mitissen alle x; Null sein, wenn. 4 X=0 ist. 
Ist AX(XA) identisch Null, wnd |A| ist nicht Null, so ist X 
edentisch Null. 
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Setzen wir in der Determinante von A 


2 ; adj. Qik = Wiz, 
so heisst die Form 


A= Sanmy: (i, 4 =1, Pa eh, 
die adjungirte Form von A. Setzen wir weiter ein fiir allemal 


so ist nach (5) Yq F WYe +--+ + LrYn = E, 


(14) AA=AA=|A|-E. 
Ist nun | 4A|=0, so giebt es keine Form X derart, dass 
(15) AX=E oder XA=E 


ist; denn existirte eine solche, so wire 
AXE) Al-(Xj—1,< 04x 1. 
Ist aber A == 0, so geniigt nach (14) die Form 


ets 
«(Al 


den beiden Gleichungen (15), aber keine andere Form Y. Denn aus 
Ax Ae Ts 
A(x =Y)— 0, 
und da |A|-==0 ist, muss nach dem obigen Satze 
X—Y=0, X=Y 


Die durch die Determinante | A| dividirte adjungirte Form A 
einer gegebenen Form A soll, wenn | A|-=|- 0 ist, die reciproke Form 
von A heissen und mit 


x 


folgt 


sein. 


q4 
bezeichnet werden; sie ist auch durch (15) definirt. 
Wir haben ¥ Pathe a 
AA-1|= hf eae ee ak ie 
ee [AA-1|=|4]-| At] =|] 1; 
(16) [|A~*[=|4|~* 
Aus 
(17) A Asse Lh Aa A, 
folgt Age Ag BA; 


die Form A ist mit ihrer reciproken Form vertauschbar. 
Die Form X = A geniigt den Gleichungen 


X41-8, A1X=—E, 


d. h. die reciproke Form der reciproken Form ist die urspriingliche Form. 
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Ferner ist wegen (13) 
(AA-1) = (A-1) Al = E! = E, 
also per definit. 
(18) (Aye (ae) 
d. h. die reciproke Form der conjugirten Form ist gleich der conjugirten 
der reciproken Form. 
Aus AB= EF folgt 
A=B2, B=A BASE, AB= BA, 
Fiir A = FE ergiebt sich 
Beit, BE = EE =k. 
Ferner ist fiir jedes A 
9} AF = IA =A: 

Sind die Determinanten zweier Formen A und B nicht Null, so 

ist mit Riicksicht auf (17) und (19) 
(ABBA) = A Si) AS 4 BAS a 
B-1A—! geniigt also der Gleichung 
(AB)X=E 
und ist somit die reciproke Form von AB; in Zeichen: 
(20) (A.B) ine Dat At: 
allgemeiner findet man aus (20) 
(21) (ABOU Dy an DO ace, 

In Worten: Pe . 

Ist eine Form mit nicht verschwindender Determinante aus mehreren 
Formen zusammengesetzt, so ist thre Reciproke aus den reciproken Formen 
in umgekehrter Rethenfolge zusammengesetat. 

13. Aus der symbolischen Gleichung 

B=SAT 
folgt, wenn |S| und | 7'| nicht verschwinden, nach 12 
BI] SATI-\—=SAE-— sa 
und hieraus analog A=S-1BT-1; 


geht also die Form A durch die Substitutionen S und 7’, deren Deter- 
minanten nicht Null sind, in B tber (Il), so geht B durch die Sub- 
stitutionen S-1 und 7-1! in A iiber; S—! und Z—! heissen die zu 
S bez. 7 inversen Substitutionen. 

Wir nehmen nun 1. an, es sei speciell S = Z'; dann folgt aus 


es. t 
wegen (18): ie ee 
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We (hat Dot a\( 7-2) Br. 
Des Ee, Te Te 
A = R' BR. 

Geht eine Form A in eine Form B durch zwei Substitutionen 7’ 
und 7 tiber, und daher B in A durch zwei Substitutionen R’ und R, 
so heissen die Formen A und B congruent und die Veranderlichen 
x; und y; cogredient. Man sagt dann auch wohl kurz, dass A in 
B durch die Substitution 7 tibergehe. 

Nun nehmen wir 2. an, es sei S = J—'; dann folgt aus 

ne es dh 
Ame TBT tee RB EL. 
Geht eine Form A in eine Form B durch zwei Substitutionen 7-1 
und 7, so geht auch B durch zwei Substitutionen R—-1 und R 
in A iiber; in diesem Falle heissen die Formen A und B &hnlich, 
die Veranderlichen x; und y; contragredient. Die Substitutionen, 
welche A in JB iiberfiihren, heissen im erst aufgefiihrten Falle con- 
gruent (cogredient), im zweiten Falle contragredient. Congruente 
Substitutionen sind von der Gestalt (11) 
I; = tix 0 + big tg +--+ + tindn) 
Sr ies BAe "| G=1,2,...9), 
Yi = bir Yr t bie Ye tee+ + bin Yn 
ahnliche dagegen von der Gestalt (Il, 12) 
Me; = 81¢ Ly + Sei Mg+-+>+ Spi dn 
|S] + ys = O15 Yi + O2iy2 +o + Oni Yr 


oder fiir 


| 1,2...) 
wo 
6;,= adj. s;, in ee Sey Sap Sabk PEC 
Aus B=T'AT folgt nach (13) 
B= T'A'T. 

Geht A durch die congruenten Transformationen T', T m B, so 
geht durch dieselben Transformationen die zu A conjugirte Form im die 
zu B conjugirte Form tiber. 

Aus B= T'AT folgt ferner fiir A' =A 

B= TVAT=TAT = B. 


Sind die Formen A und B congruent, so folgt aus der Symmetrie der 


einen die Symmetrie der anderen. 
Aus B= T'AT folgt endlich fiir A!’ =—A 


B=TIAT=——T'AT=—B. 


30 § 2, 13. 


Sind die Formen A und B congruent, und eine der Formen ist alter- 
nirend, so ist es auch die andere. 
Aehnliche Transformationen 7'—1, 7’ fiihren stets H in sich selbst 
iiber; denn man hat 
Wena OS Aeon Mena UE AN OP 


Umgekehrt folgt aus der Gleichung 


SET SE 
oT i, 
aii 


Aehnliche Substitutionen sind also durch die Eigenschaft, E in sich selbst 
zu transformiren, vollstindig charakterisut. 


Wir machen 3. die Annahmen 1 und 2 gleichzeitig, wir setzen 
also 


(22) S=7! 7-1 


voraus. In diesem Falle heisst 7 eine orthogonale Form, und man 
sagt auf Grund der Gleichung 


je RO a eS 


dass A durch die orthogonale Substitution TZ in B iibergehe. 

Ist T eine orthogonale Form (Substitution), so ist auch die zu 7’ 
reciproke Form (inverse Substitution) eine orthogonale Form (Sub- 
stitution). Denn man hat fir 7-1— R wegen (22) 


TR, Re (= T]R-| = Rh 
Ist T'HET =, so sind die Substitutionen Z’ und 7 nicht nur 
congruent, sondern auch ahnlich; also ist Z eine orthogonale Sub- 
stitution, und umgekehrt. 


Sind S und T, U und V congruente (ahnliche) Substitutionen, so 
gilt das Gleiche fiir die Substitutionen US und TV; denn eg ist 


S—T', U=V', US=V'T'=(IV), 
S=T-', U=V-1, US=V-1T-1=(TV)-1 


Simd T und U orthogonale Formen, so ist auch TU (UT) eine 
orthogonale Form. Denn man hat 


Dies TO Os OS (D0 eT Pie Pd eat aes 
Besteht endlich 4. eine symbolische Gleichung 
Blea 2 Ad; 
PBL aa 
A= ee hay 


bez. 


so folgt aus ihr 
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Ist die zu B conjugirte Form zu A ihnlich, so ist auch die zu A 
conjugirte Form fhnlich zu B. In diesem Falle nennen wir die 
Formen A und B duale Formen; die Variabelen x; und y; heissen 
auch hier contragredient. Sind 


A=Sanrxiys, B = diay 
duale Formen, so geht A in B durch Substitutionen von der Gestalt 
Xi = Si Yi + Si2 Yo Ss Sin Yn 
[S| + ys = 641 01 + Gig. + + +> + Gin Wn 
tiber; dies geht aus dem unter 1 oben*Gesagten und daraus hervor, 
dass 5’ in 6 durch Vertauschen der 2} und y/ tibergeht. 
_ 14. Sind A und B zwei vertauschbare Formen, so hat man, 
wenn | B| = 0 ist, 
AB (5B *tb)(AB-') = b-(BA)B— 
tds ok Ants) tp deen ls a A 
und somit sind auch A und 6 —? vertauschbar. Wir setzen dann mit 
Frobenius* die Form Me 
(23) A B-1= os =. 
und nennen dieselbe den Quotienten der Formen A und B. Das 
Zeichen des Quotienten kann nur dann angewandt werden, wenn A 
und B yertauschbare Formen sind, da sonst eine Unbestimmtheit ein- 
trite. Man hat wegen (6) und (16) 
|AB-4]=|4]-|B|=|4]-| BP, 
Ais PA 
he [e|-13T 
Schliesslich wird wegen (13) und (18) mit Riicksicht auf I, 5 
(AB-*) = (B-1)''= (B"-1d!= ANB) 


(25) ($)-4: 


c) Rationale Funktionen einer Form. 

15. Die Form, die entsteht, wenn eine Form A n-mal mit sich 
selbst zusammengesetzt wird, soll mit A” bezeichnet und die 
ne Potenz von A genannt werden. Wegen (12) hat man 
(26) Ar Am — Am Ar — Ase 
setzen wir noch Ao = E, 
so bleibt (26) auch richtig, wenn m oder nm einzeln oder gleichzeitig 
Null sind, wie aus (19) hervorgeht. 


* Crelle’s Journ. (78) Bd. 84, 8. 8. 


39 § 2, 15—16. 


Vorstehendes bleibt auch fiir eine Substitution S giltig. Die 
Substitution, welche man durch n-maliges Zusammensetzen einer Sub- 
stitution S mit sich selbst erhilt, heisst die n° Potenz der Sub- 
stitution S und wird mit S” bezeichnet, u.s.w. Diese Bemerkung 
wolle man auch beim Folgenden pacioisichtigen: 

Ist | A|-|-0, so entsteht dadurch, dass man A~* m-mal mit ae 
selbst zusammensetzt, eine Form, die wir mit A—” bezeichnen werden. 
Die Formel (26) gilt auch fiir repre Exponenten; da 

AA-1-=A—A = FE 
ist (12), so gilt aber auch die Formel (26) dann, wenn die Exponenten 
m und n entgegengesetzte Zeichen haben. 
Fiir ein beliebiges ist ferner 
iG” == Fi. 
Ist a eine Konstante, so hat man endlich 
(@.A)* = a" A". 
g(4) =a, + 4,4 + a4? +---+ 4,4" 
eine ganze Funktion von 4. Die Form 
Gy A° + a, A’ + a,A?+----+4,A" 
heisst alsdann eine ganze Funktion n**® Grades von A und wird 
mit g(A) bezeichnet werden. 

Da nach (13) (42)'= (AN 

ist, so ergiebt sich g(A’) als die conjungirte Form yon g(A); in Zeichen 
[9(A)]'= 9 (4). 

Wegen (26) folgt aus dem Satze in Il, 4, dass jede ganze Funktion 
g(A) von A mit jeder ganzen Funktion h(A) von A vertauschbar ist. 
Ist die Determinante von h(A) nicht Null, so heisst der Quotient (14) 

oa) 
h(A) 
eine rationale Funktion von A und wird, wenn 


gd) 
gesetzt wird, mit f(A) bezeichnet. 
16. Die Determinante eA) 


Nun sei 


heisst die charakteristische Determinante (Funktion)* der 
Form A (der Substitution A, des Koefficientensystems von A). Sie 
ist eine ganze Funktion genau n**? Grades von 4; man kann daher 


* Von Frobenius nach Cauchy, Mém. sur Vintegration des équations 
linéaires, Exercises d’analyse et de phys. mat. (40) tome I, p.53 so genannt. 
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9() =|aE—A|—(2—-2,)(2—-4).--—4,) 
setzen, wenn 2,, 4,,...4, die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichun 

‘ g(a) = 0 


von A bedeuten, jede so oft gerechnet, als ihre Ordnungszahl angiebt. 
Ist weiter 


GA) = ay a U3 FoF Gin = (Uy — 4) (Ug — 2) - «(Um — A) 
eine ganze Funktion mm‘ Grades von 4(a)=|= 0), so wird 
g(A) = a A™+ a, A™—1 +--+ GA = a(u, EB — A)... (UmnE — A), 
nach (6) also unter Beriicksichtigung der letzten Gleichung in ll, 1 
[9(4)|—a"|u,B—Al-|ugB—Al- +++ [mE — 4 

= a" (Uy) P(Us) -- - (Um) 
Ce era es fhmee Weer Oar Rees 
= 9A) 9 (Ae) - 9 (An): 


Ist h(4) ebenfalls eine ganze Funktion von 4, so ist nach der 


letzten Gleichung 
h(A) = h(A,) h(A,) .. . RAs). 


Setzen wir wieder 


FQ) = Fay 
so wird, wenn |h(A)|=+ 0 ist, 
f(A) = £9 
eine rationale Funktion von A (15). Nun ist aber nach (24) 
(4) |= 
und somit 
(27) \f(A) | = Lep-=03 = f(y)» «FAs. 


Nun betrachte man die rationale Funktion (15) 


ah(A) — g(A) g(A) _ es 
yon A und wende auf dieselbe die Gleichung (27) an. Man erhilt: 


| AE — f(A) |= [4 — FAIA — FA) - 4 — FAn)I; 
in Worten: 
Sind 24, 4g,...4n die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
von A, so sind f(A,), f(4g))-+-f(4n) Mie der charakteristischen Gleichung 
einer rationalen Funktion f(A) von A* 


* Vergl. ausser Frobenius, l.c., Borchardt, Crelle’s Journ. (46) Bd. 30, 
8. 41. 
Muth, Elementartheiler. 3 


34 g 2, 17. 


17. Sind mehrere Formen A, B, C,... gegeben, so heissen die- 
selben unabhangig, wenn eine Gleichung 


agA+bB+cC+.---=0 
erfordert, dass a= 6b =c =---=0 ist; im gegentheiligen Falle heissen 
sie abhingig. Es giebt gerade n? unabhangige bilineare Formen von 
2n Variabelen «;, y;. Daher kénnen die Potenzen einer Form nicht 
alle unabhingig sein. Angenommen, die Formen 

pabsnes RES aie Eda 

seien unabhingig, aber A? von ihnen abhingig; es sei also etwa 
(28) (A) = a, A°+ a, At+a,A?+----+a?A?—0, 
wo a?=0 ist, aber a, a,,...@,—1 zum Theil oder simmtlich Null 
sein kénnen. Nun setze man die Form ~(A) mit A? zusammen; es 
kommt wegen (7) 
(29) a, Ae + a, Aeti+---4+a,APte =0(9 =0,1,2,...); 
betrachte die Reihe 


AS A} A? 
Sioa een opie he 


die fiir hinreichend grosse Werthe von 4 convyergirt, und multiplizire 
dieselbe mit der ganzen Funktion p*” Grades 

(A) = Ay t+ aA + a4? 4+ --- + ad. 
Dann heben sich wegen (29) die negativen Potenzen von 4 weg, und 
S- (A) wird eine bilineare Form, deren Koefficienten ganze Funktionen 


(p —1)*™ Grades von 4 sind. Insofern diese Form von 4 abhingt, 
wollen wir sie mit G(A) bezeichnen; es ist also 


Sy) = GQ), 


_ Gd 
~ “pay 
D : Gaye 
er rationale Bruch 70) ist irreducibel. Denn wire 
a0) eee = 40) 
way x(a)’ 


wo 7(4) vom Grade g <p ist, so wire 

S7Q) = H(4), 
und da hier rechts eine ganze Funktion von 4 steht, muss dies auch 
links der Fall sein. Dazu ist erforderlich und hinreichend, dass der 


Koefficient von 3 links verschwindet; dann gentigte aber die Form A 


einer Gleichung gq‘, also niedrigeren als p'" Grades, gegen die Voraus- 
setzung. 
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Die Reihe S summirt man wie folgt; es ist 
2 cee 
ESE C Se Rs Sea 


und daher SQE—A)— A=, 
oder (12) 
Be Pe es eee: 
ne SC cai a ie a ETT 
Gy Ah Big ss os- ++ Mn Yy 
Ags gg — 2. a2n Yo 
(—1" FQ) = aed tes S 
sis nie sks Ane Ann— & Yn 
XL, ae Ln 0 
und 
Qi dk Giygoes.-.. Gin 
a, Aranda, 
(—1y'9@) =} a |= |A—aE| 
Ani Diente toes Onn —Aa 


zu setzen ist. 
Wir wollen jetzt ~(4) bestimmen. Nun ist doch 
Fi) _ GQ 
~ eH)’ 
wo der zweite Bruch irreducibel ist; der grésste gemeinschaftliche 
Theiler von F(A) und g(A) heisse (A); dann ist 


Damit aber die bilineare Form (A) durch (A) theilbar sei, muss 
jeder ihrer n? Koefficienten durch #(A) theilbar sein, da die 2, y; un- 
bestimmte Gréssen sind; (A) ist daher der grésste gemeinschaftliche 
Theiler aller Subdeterminanten (n — 1)*" Grades von (A), und somit ist 


gp (A) 
v@) = Say 


der n*¢ Elementartheiler der Determinante |AH — A|(4). Es gilt also 
der Satz: 
7) Ist w(a) der n* Elementartheiler der charakteristischen Deter- 
minante einer bilinearen Form von 2n Variabelen x;, y;, so ist 
$(4) =0 
die Gleichung niedrigsten Grades, der die Form A geniigt.* 


* Frobenius, 1 c.S.12; 8B1896, 8.601; E. Weyr, Monatsh. fiir Math. und 
Phys. (89) Bd. I, 8. 187. 
3* 


36 § 2,17. 


Eine Wurzel der Gleichung 7(2) =0 ist auch eine Wurzel von 
der Gleichung g(4) = 0; es ist aber auch umgekehrt jede Wurzel von 
g(a) = 0 eine Wurzel von ~(A) = 0 (6, c). 


Da ferner 
9 (2) = ¥(4) F(A) 
p(A) = o(A)8(A) = 0. 
p(A) = 0% 
Sind f(4) und g(A) zwei ganze Funktionen von 2, und ist h(A) 


ihr grésster gemeinschaftlicher Theiler, so kann man bekanntlich zwei 
ganze Funktionen F(A) und G(A) von 4 so bestimmen, dass 
FAG) — MFR) = hE) 
ist. Muithin hat man 
f(A) G(A) — 9(A) F(A) = (A). 
Nun nehme man g(4) = ~(A) und setze voraus, dass 


ist, so wird 


Es ist also stets 


f(A) = 0 
sei. Dann folgt, da ~(A) =0 ist, aus der vorletzten Gleichung 
h(A) =0. 


Da aber 7(A) = 0 die Gleichung niedrigsten Grades ist, der A geniigt, 
so muss ~(4) = const. h(2) sein: 

Wenn A einer Gleichung f(A) =0 geniigt, so ist f(A) durch (A) 
theilbar.** 

Ist f(A) = aA und f(A) = 0, so ist 

g (A) = 0, 
da h(A)—? nicht Null ist (12); nach dem letzten Satze ist also dann 
g(a) durch (2) theilbar. 

Aus dem letzten Satze folgern wir noch: 

8) Ist f(A) =0 eine Gleichung, der A geniigt, und f(A) =0 eine 
Gleichung ohne mehrfache Wurzeln, so hat die charakteristische Funktion 
von A lauter lineare Elementartheiler.*** 

Da nimlich nach jenem Satze f(4) durch 7 (A) theilbar ist, so hat auch 
(A) = 0 keine mehrfache Wurzeln; nun ist aber w(A) der ne ET von 
|AH — A], enthalt also die ET héchster Potenz dieser Determinante 
als Faktoren (6, c); daher miissen alle ET von |AH — A| linear sein, 
w. z. b. w. 


* Die umfangreiche Literatur iiber diesen Satz findet man zusammengestellt: 
Encyklop. der math. Wissenschaften, Leipzig 1899, Bd.I, 8.171, Anm. 23. Obiger 
Beweis desselben nach Frobenius, Crelle’s Journ. (78) Bd. 84, S. 13. 

** Frobenius, l.c. 


*** Frobenius, l.c., 8. 26. 
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d) Quadratwurzeln aus Formen.* 
18. Sei wieder w(2) eine ganze Funktion p*™ Grades der Verinder- 


lichen 2, die fiir die Werthe a, b,c,... von 4 verschwindet, etwa 
w(4) = const (4 — a)*(4 — b)B(A— cr ---, 
ev atBtyte= 


ist; ferner seien 


FQ), G@), HQ), 
ganz beliebige gegebene ganze Funktionen von 4. Nun entwickele man 
ae nach steigenden Potenzen von 4 — ay.es sei dann 
vibe A, Aa—1 
(k—a)* — (A—aj*—? Feit a= 


_ A,+4,(4—a) +--+ +Aa—1(4—aje—t A(1) 
PNMTRG oO) Sei Gas 


das Aggregat der mit negativen Exponenten versehenen Glieder der 


Entwickelung. Analoge Bedeutung habe ne fiir die Entwickelung 
von so nach Potenzen von 4—6 u.s.w. Dann wird 
20) (2) vi) 
1) = AG) PO, + BO HO, + o@ AO + 


eine ganze a i —1)'*" Grades von 4. Die Entwickelung 
von 7(4) nach Potenzen von 2—a stimmt in den @ ersten Gliedern 
mit der Hntwickelung von 
40) oF 

nach Potenzen von 4 — a iiberein; Analoges gilt fiir die Entwickelung 
von (4) nach Potenzen von 2 — ‘B, 4—c us.w. Nun ist 

Fi) AM 

— A 

wh) (4 —a)® pe): 


wo R(A) das Aggregat der mit positiven Exponenten versehenen Glieder 


der Entwickelung von HM) vorstellt; daher stimmt die Entwickelung von 


v0) 
F(a) = AQ) a + R(d) ¥(2) 


nach Potenzen von 24 —a ebenfalls in den «& ersten Gliedern mit der- 


jenigen von “AOE poe tiberein; es ist also, da fiir die Entwickelung 


von G(A), H(A),.. ick Potenzen von 4— b, 4 —c,... Analoges gilt, 


* Vergl. zu diesem Abschnitt: Frobenius, Ueber die cog. Transf. der bil. 
Formen, SB 1896, S. 7flg., §1. 


38 § 2, 18—19. 


12) =F@), 1 @=F'@,.-- 1° @ = FEM), 
(31) {10 40 Oh se Oi Le his Ge wae; 


wo 4'(a) = ee) gu sw 


Angenommen @(A) sei eine ganze Funktion (p —1)*" Grades 
von 4, die auch die durch die Gleichungen (31) ausgedriickte Higen- 
schaft habe; dann ist 


x(a) — (a) = x(a) — 9! (@) 22 Ya) — O-9(@) = 


u.s. w.; 4(4) — &(A) ist also durch (2 — a)*, (A— 6)?,..., mithin auch 
durch ~(A) theilbar; 4(4) — #(A) ist aber nur (p —1)*" Grades, daher 


4(4) - #2) = 0, 


44) = 32) 
sein muss. Es giebt also nur eine Funktion, welche die Eigenschaft (31) hat. 
19. Man setze jetzt a,b,c,... von Null verschieden voraus, wahle 


das Vorzeichen von Va, (Vb, Vc,...) beliebig, aber ein fiir allemal 

fest, und entwickele 4 nach steigenden Potenzen von 4—a (4—8, 

4—c,...) in eine Reihe, die mit Va, (Vb, Vc,...) anfangt. Das 

Aggregat der ersten «(8,y,...) Glieder dieser Reihe bezeichnen wir 

mit F(4)[G(a), H(a),...]. Setzen wir /2= (A), so ist also 
o(a)—F@), o@)=F'@),...0¢—%(a) = FeV), 

(32) os =G@), AO) SOF . i oat GES pee 


u.s.w. Jetzt bilden wir mit den eben ire? ganzen Funktionen 
F(a), G(a),... die Funktion (2) in oben angegebener Weise. Dann 
wird wegen (31) und (32) 

44) = 0), 2'@) ='@),-.. x°-9@ = oY), 

40) = @(6), 4/0) = a'(6),..- 4°-9@) = @F—9G), 
u.s.w. Entwickelt man daher 7(4) — w(4) nach steigenden Potenzen 
von 4—a (A—b, 4—¢,...), so fallen die «(6, y,...) ersten Glieder 
weg. Daher ist die ganze Funktion ¥(4)— (4) durch (4—a)* [(A —b)f, 
(A —c)’,...] theilbar, also auch 


[x(2) + @(A)] [x(4) — @(4)] = 4(4)?— (2)? = (4)? — A; 
die ganze Funktion 
(4)? — 
ist durch (A) theilbar. 
Nun sei A eine beliebige bilineare Form mit nicht verschwindender 
Determinante |.A|; die Gleichung 
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\AH—A|=0 
besitzt dann keine Wurzel 2 = 0, also auch nicht die Gleichung ¥(4) —0, 
wenn ¥(A)=0O die Gleichung niedrigsten Grades bedeutet, der die 
Form A geniigt (17). Wir kénnen also, dieses (4) oben zu Grunde 
legend, eine ganze Funktion 7(4)?— 4 so bestimmen, dass 

w(A)?— 4 = w(4)-2(2) 

wird, wo auch 1(A) eine ganze Funktion von 4 vorstellt. Da aber 
(A) = 0 ist, so wird 

4(A)?-A = 0, 
(33) 4(Af= A.” 
Hine beliebige der auf diese Weise durch bestimmte Wahl der Vor- 
zeichen der Wurzeln Va, Vb,... erhaltenen ganzen Funktionen von 4(A) 
von A nennen wir mit Frobenius eine Quadratwurzel aus der 
Form A und setzen symbolisch 


(34) y(A) = Az =YA. 


20. Wir wollen jetzt einige Higenschaften der symbolischen Wurzel- 
ausdriicke herleiten. Zundchst ist wegen (6) 


|x(A?|=1x(4) 2, 
oder \x(A)P=t4l, la(A|=—+ViAl 
») |42|= +| AP], 


Die Determinante von YA ist also niemals Null. 
Die conjugirte Form von 


also wegen (33) 


y(A)’= A 
ist (15) rok neers 
daher y(A') —VAI 
und 


[x(A)]'= (VA) = 7(4:) = V4’. 
Unter den verschiedenen Ausdriicken fiir YA’ ist also sicher einer, 
welcher der Gleichung did ty 
(36) ya = (VA) 
geniigt, und unter den verschiedenen Ausdriicken von (VA)! einer, der 
gleich YA’ ist. 
Im gleichen Sinne gilt die Gleichung 
(37) VA-1 = (VA)-1 = A-3. 
Es folgt némlich aus 4(A)?= A nach (20) 
BA aii Ac: 


40 § 2, 20—21. 
Ferner findet man mit Hilfe von (37), (18) und (36) 
(A-3)'= (VA)“1]'= (VA) ]-1 = (V4), 
(38) (A-3 = A'-3. 
Schliesslich hat man wegen (16), (37), (35) 
|4-2|=|V74)1|-|V4 ==] 4/5 
|A-z|=+]|Al-z. 
e) Differentiation.* 
21. Die Koefficienten einer Form 


A= Sain 0.4 (i, k=1,2,...m) 
seien Funktionen eines Parameters 4; dann ist das Differential 
dA = >'@ais) Zi Yk 


ebenfalls eine bilineare Form; ferner ist 


04 OB aA) OB, SGA od B) 
GAB) 0 Day, om ls ea Rea Pee 
oder 
39 d(AB) = (dA)B+ A(dB). 
\ 
Daher ist 


d(A*) = (dA)A+ A(dA), 
d(ABC) = (dA)BC+ A(dB)C+ ABO), 
d(A%) = (dA) A*—1 + A(d A) At—? + A?(d A) A234 --. 
+ A?—!(d A). 
Ferner, wenn wieder E = 7, y,+---+ 2nYny 
d(A°) = dE=0, 
also wegen (38), wenn | A -=0 ist, 
 O=d(AA) = Ad(A“) + A) A, 
und schliesslich HAS) eA 
z.B, ist, wenn die a;, von 4 unabhingig sind, 
daE — A)-'=—(AE— A)—1d AE — A)\AE — A)-}, 
(40) d(aH — A)-! = — (AE — A)—?da. 
Fiir das symbolische Rechnen mit Systemen (Il) sei bemerkt, dass, 
wenn %{ das System von A, unter dYM das System von 


ed >a Aix) Li Yr 


* Frobenius, Crelle’s Journ. (78) Bd. 84, lc. §4. 


zu verstehen ist. 


Symbolisches Rechnen mit bilinearen Formen. 41 


f) Zerlegbare Formen.* 

22. Kommen die Variabelen z,, xg... in der Form A nicht vor, 
so kommen sie auch nicht in der Form AB vor, also auch nicht in 
ABC,ABCD. Wenn die Verinderlichen y,4s... in D fehlen, so fehlen 
sie auch in CD, in BCD, in ABCD. Allgemein: 

a) In einem symbolischen Produkte fehlen die Vertnderlichen x;, 
welche im ersten Faktor, und die Verdnderlichen y,, welche im letzten 
Fakior nicht auftreten. 

Hine Form 4 heisst zerlegbar, wenn sie ein Aggregat von Formen 
A,, Ay,... ist, von denen keine zwei eine Variabele gemein haben, 
A,, A,,... heissen die Theile der zerlegbaren Form A. Fiir die 
Entwickelungen und Sitze iiber zerlegbare Formen, die wir nach- 
stehend geben, ist es erforderlich, dass jeder Theil einer zerlegbaren 
Form, wofern er nicht an und fiir sich von gleichviel Verinderlichen 
x; und y; abhangt, durch Hinzufiigen von Gliedern mit Koefficienten 
Null zu einer Form gemacht wird, fiir welche dieses zutrifft. — Z. B. 


ist die Form 
LY; + LoYy + Ly Yo + Xs Ys 


von 2-3 Veranderlichen z,, 7, x, und y,, Y,, y, in die Theile 
A, = X,Y, + yy; 
Ay = 132 + Us Ys 
zerlegbar. Nach der eben getroffenen Bestimmung miissen wir sie als 
eine yon 2-4 Variabelen abhingige Form auffassen; denn wir haben 

A, = %Y, + Ly, + 0%, Yo! + 0% y9', 

Ay = 0%! Yo + O29’ Y3 + Xs Yo + 3s 
zu setzen, so dass bei passender Bezeichnung der Variabelen 

A, A, 
LAT ALATA I 

(41) A= ay, + OX, Yo + HY, + Oy Ye + IV gYy + O%ZYs + LeYa + TyYa 
wird. — Die Form E = 2,y,+ roy, +++: +2%nYn ist u. A. in die Theile 


und 


zerlegbar. Ay = 24, Ag = 22Yo, °°" 


Ist A in die Theile A,, A,,---,.B in die Theile B,, B,,... so 
zerlegbar, dass A; dieselben Variabelen enthilt, wie Bj(¢ =1, 2,...), 
so heissen A und B in derselben Weise zerlegbar. J ist ebenso 
zerlegbar, wie jede andere zerlegbare Form. Sind 


A= Ae, B=>'B, (9=1,2,--) 


in derselben Weise zerlegbar, dann ist fiir 9 == 6 


* Frobenius, l.c. § 5. 


42 § 2. 22. 
Ay Bz eae Ue 


weil in B, alle Variabelen fehlen, die in A, auftreten. Daher ist mit 


Riicksicht auf (8) 
AB =A Be ip ser hy Doe 


und A,B, enthilt nur Verinderliche, die in Ag und B, auftreten. 
Allgemeiner hat man: 

b) Sind mehrere Formen im gleicher Weise zerlegbar, so ist thr 
Produkt in derselben Weise zerlegbar. 

Ist A = A,+A,, so ist 
(42) |A|=|4i|-| 4s |” 
allgemein: 

c) Die Determinante einer zerlegbaren Form ist das Produkt der 
Determinanten threr Theile. 

In obigem Beispiele (41) ist nicht nur die Determinante | A | 
4tex Grades, sondern es sind auch die beiden Determinante 2** Grades 
(ed el Ae NULL 

Jede von Null verschiedene Determinante o** Grades des Systems 
von |A|, deren System nicht den Systemen von | A,| und |A,| an- 
gehért, ist das Produkt einer Determinante (@ — o)*" Grades des 
Systems von |A,| und einer Determinante ot Grades des Systems 
von | A,|. Ist also r,(7,.) der Rang von |A,| (|4,!), so giebt es 
(mindestens) eine Subdeterminante (7,+ 7,)*" Grades von |A|, die 
nicht Null ist, aber keine héheren Grades; daher ist der Rang von | A | 
gleich 7,-+ 7,3 allgemein: 

d) Der Rang des Koefficientensystems einer zerlegbaren Form ist 
gleich der Summe der Rangzahlen der Koefficientensysteme ihrer Theile. 

Ist A zerlegbar, so ist H und daher auch 4H —A in derselben 
Weise zerlegbar; also gilt der Satz (Satz ¢ oben): 

e) Die charakteristische Funktion einer zerlegbaren Form ist das 
Produkt der charakteristischen Funktionen ihrer Theile. 


Hin System % heisst zerlegbar in die Theile U,, %,,..., wenn 
das Bild A des Systems % in die Theile A,, A,,... zerlegbar ist, 
wo A,, A,,..-. bez. die Bilder von %,, %,... sind. Die Satze b)—e) 
gelten nicht nur fiir Formen, sondern auch m. m. fiir Systeme. 


* |A,| bedeutet die Determinante der Form A,, betrachtet als Form der in 
ihr auftretenden 2m, Variabelen, wenn A von 2n, A, von 2m,, A, von 2m, 


Variabelen abhangt, und m,+m,=n ist. Analoges gilt bei mehr als zwei Theil- 
formen. 


§ 3. Systeme mit ganzzahligen Elementen. 43 


§ 3. Systeme mit ganzzahligen Elementen. 


23. Wir betrachten in diesem Paragraphen nur solche Systeme, 
deren n®? Elemente a;; ganze positive oder negative Zahlen bez. Null sind. 
Dem entsprechend treten hier nur Formen mit ganzzahligen Koefficienten 
auf (10 zu Anfang). 


Geht eine solche Form A => an iy (t,k =1,2,...m) durch 


die linearen Substitutionen 
i= Sy; C1 + Sop XJt---+ Sit.) 
Yi = tiaryit tia Yo + -+>+ me Pes 2) Aan) 
mit ganzzahligen Koefficienten s;,, ¢;, in eine Form 
B = Soinaiy, (j,& =1,2,...n) 
tiber, so sagt man, dass die Form B unter der Form A ent- 


halten sei. Setzt man 


S = sien Yk 


fi = ta Xi Ys 


so wird symbolisch, wenn wir in B fiir x}, y} bez. x;, y; schreiben (Il) 
_ B=SAT 

|B] =|S]-|4]-| ZI. 

Das Koefficientensystem von 6 ist aus denen von S, A, J in ganz 
bestimmter Weise zusammengesetzt (II). 

Entsteht ein System mit ganzzahligen Elementen aus zwei oder 
mehreren ebensolchen Systemen durch Composition, so heisst dasselbe 
ein Vielfaches jedes der Systeme, aus denen es zusammengesetzt ist. 
Nach dem eben Gesagten gilt der Satz: 


(t,%=1,2,...n), 


und 


Ist eine Form B unter einer Form A enthalten, so ist das 
Koefficientensystem von B ein Vielfaches desjenigen von A. Umgekehrt 
hat man aber auch den Satz: 


Ist ein System von n? Elementen b;, ei Vielfaches emes Systems 
von n? Elementen a;,, so ist die Form: 


B = Shinai Yk 
unter der Form A = San y, enthalten. 
Nach Artikel 11,6 ist nimlich B (bei richtiger Bezeichnung der 
Veriinderlichen) dann ein symbolisches Produkt von der Gestalt 


Bm TD d, BAT Vie. 4 
es wird also fiir 
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Gi een 
TVeaT. 
B= gAT. 


d.h. B ist unter A enthalten, w.z.b.w. Aus diesem Beweise geht 
zugleich hervor: 

Ist ein System % ein Vielfaches eines Systems YU, so kann es 
stets aus 2 so erzeugt werden, dass man % vorn und hinten (Il, 6) 
mit je einem Systeme zusammensetzt. 

24, Ist ein System 8 Vielfaches eines Systems Y%, so ist jede 
Subdeterminante 0" Grades von 8 eine homogene ganze lineare 
Funktion der Subdeterminanten o" Grades von 2% [10, a)]. Wenn 
daher eine Primzahl p im griéssten gemeinschaftlichen Theiler aller 
Subdeterminanten o*" Grades D,(De) von B(U) zur Potenz 1, (I,) auf- 
tritt, so ist 


tp = be; 
daher ist De ein Vielfaches von D,. Bedeutet r'(r) den Rang von B (2), 
so muss 
(1) nr<r 
sein. 


Unser Fundamentalsatz II in 8 besagt ferner, dass der 9” Elementar- 
theiler E, von ® ein Vielfaches des o*" Elementartheilers E, von U ist. 
Bedeuten a, @,... ganze Zahlen, so hat man also 


Ej=a,E, (90 =1,2,...7'). 
Et =D; =a, f, =a,D,, 


Nun ist aber 


JES = «,D,, 
Ds D. 
EY == a>) 
3 ; 2 
also ef a 
Dz = 0 03Ds, 


u.s.w., schliesslich 
Do = @10,...%D. (9 =1,2,...7°). 


Auch aus Theorem II ergiebt sich somit die Theilbarkeit von 
Dj durch De. 

Wir wollen im Folgenden eine Form mit dem Koefficienten- 
system (8) mit A(B) bezeichnen. Ist B unter A enthalten, so ist B 
ein Vielfaches von % (23) und somit Dj durch D,, Ey durch E, theil- 
bar (9 <7’). Wenn also fiir g=1,2,...r' zwar Di durch Do, aber nicht 
EE, durch E, theilbar ist, so kann 8 nicht Vielfaches von % (B nicht 
unter A enthalten) sein. Wenn aber E, (ganzes) Vielfaches von Ez ist, 
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so ist auch 8 Vielfaches von X% (B unter A enthalten), wie wir im 
Folgenden zeigen werden. Damit ist dann die Umkehrung von Theorem II 
fiir ganzzahlige Systeme bewiesen. 


25. Ist die Form B unter der Form A enthalten und zugleich A 
unter 6, so heissen die Formen A'und B 4quivalent. Ist das 
System 8 ein Vielfaches des Systems 2 und zugleich YF ein Vielfaches 
von %, so heissen die Systeme 2 und B ebenfalls Aquivalent. 

Alle Formen, die einer bestimmten Form 4quivalent sind, bilden 
eine Klasse von Formen. Kine Form (ein System) heisst elementar 
oder irreducibel, wenn sie (es) weder selbst zerlegbar noch einer 
zerlegbaren Form (einem zerlegbaren Systeme) dquivalent ist (22), im 
entgegengesetzten Falle reducibel. Aus dieser Definition folgt, dass 
jede Form einer solchen iiquivalent ist, die in lauter elementare 
Formen zerlegbar ist. Hine in lauter elementare Formen zerlegbare 
Form heisst eine reducirte Form. Nach dem eben Gesagten giebt 
es in jeder Formenklasse reducirte Formen. Analoges gilt fiir Systeme. 
Mit der Transformation (Umformung) einer Form (eines Systems) in 
eine iquivalente reducirte Form (in ein aquivalentes reducirtes System), 
oder, wie man sich ausdriickt, mit der Reduktion einer Form 
(eines Systems) werden wir uns demnichst beschiftigen. 

Sind zwei Formen A und B aquivalent, so ist, wenn wir die in 
24 eingefiihrten Bezeichnungen beibehalten, nach (1) einerseits 


WSr, 

andererseits 
, 
hee Sek a 
also ist , 
ros 


ferner ist Dj ein Vielfaches von D,, und umgekehrt, also ist* 
Di=D, (o—1,2,...7) 
E,=£, (o=1,2,..-n); 


und analog 
also: 

8a) Sind zwei Formen A und B (zwei Systeme U und B) dquivalent, 
so sind die Koefficientensysteme X von A und 8 von B (die Systeme 
und 8) von gleichem Range r, und es stimmt der grisste gemeinschaftliche 
Theiler aller Subdeterminanten 0%" Grades des Systems U mit demjenigen 
aller Subdeterminanten 0%" Grades des Systems B® fiir 9 =1, 2,..7 


tiberem. 


* Abgesehen vom Vorzeichen; dieser Zusatz darf als selbstverstiindlich auch 
im Folgenden wegbleiben. 
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Oder: 

8b) Sind zwei Formen A und B (awei Systeme XL und B) aquivalent, 
so stimmt der 1°, 2%,...n Elementartheiler des Koefficientensystems X von 
A (des Systems XM) bez. mit dem 1%", 2,...n'" Elementartheiler des 
Koefficientensystems 8 von B (des Systems B) iberein, oder, anders aus- 
gedriickt, die Systeme X und B stimmen im Range und in den Elementar- 
theilern tiberein. 

Zur zweiten Fassung unseres Satzes vergl. 6, c). 


26. Ist die Determinante (der Modul) einer linearen Substitution 
mit ganzzahligen Koefficienten gleich +1, so heisst dieselbe eine 
unimodulare Substitution, das System der Koefficienten ein Hin- 
heitssystem. Ist S eine unimodulare Substitution, so ist S—* eine 
Form mit ganzzahligen Koefficienten (12), und da nach Gleichung (16) 
daselbst 

| Siealice | Bie ee cies 


so ist S—1, d.h. die zu S inverse Substitution ebenfalls eine uni- 
modulare Substitution (das System von S~—? ist also ebenfalls ein 
Hinheitssystem). 


Sind die Substitutionen S, 7, U,V... unimodular, so ist es auch 
die aus ihnen zusammengesetzte Substitution (ll, 2) 


Oa DU ee 
}Q@|=|8|-|Z|-|O]-|V|--=41. 


Nun gehe die Form A durch die Substitutionen S und TJ in die 
Form B iiber, es sei also symbolisch 


(2) Basar 


Ist nun }Sj= 41, | 7)=+1, 
dann folgt aus (2) ik seta 
aia es 


denn es ist dann 


wo die Substitutionen S—1, J—1 ganzzahlige Koefficienten besitzen. Die 
Formen A und B sind also dquivalent, und es gilt somit nach 25 der Satz: 


9) Geht eine Form in eine andere durch unimodulare Substitutionen 
diber, so stimmen Rang und Elementartheiler der Koefficientensysteme 
beider Formen tiberein. 

Das System von B entsteht aus dem von A dadurch, dass 
letzteres vorn und hinten mit Hinheitssystemen zusammengesetzt wird. 

Entsteht ein System 8 (einer Form B) aus dem Systeme % 
(einer Form A) dadurch, dass 2 mit Hinheitssystemen, etwa gemiiss 
der symbolischen Gleichung (Il, 2) 
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BP On at vee. 


wo |P|, |@|...|U|, |V|... gleich +1, componirt wird, so sind die 
Formen A und B iquivalent, da A in B durch die unimodularen 


Substitutionen S== POL, Lav. 


in B tibergeht. Die Systeme XU und B sind dann ebenfalls dquivalent (23), 
und es gilt der Satz (25): 

10) Ein System aus ganzzahligen Elementen bleibt im Range und 
den Elementartheilern ungedndert, wenn man es vorn und hinten mit be- 
liebig vielen Einheitssystemen zusammensetzt.,. 


27. Wir betrachten jetzt unimodulare Substitutionen einfachster Art: 
a) Setzen wir in A 


7 ! ies taf ' 
X= Xj, UV =Myy--- Vi= —- UM, W4s1—Uj41,.-.-La—Lh, 


Yi= Yi (¢=1,2,...n), 


so liegen unimodulare Substitutionen S und T vor, und die Form A 
geht durch dieselben in eine Form B iiber, deren Koefficienten- 
system 8 sich von demjenigen 2{ yon A nur dadurch unterscheidet, 
dass die Elemente einer Reihe ihr Vorzeichen gewechselt haben. 
Das Koefficientensystem von S ist ein Hinheitssystem, welches nur 
in der Diagonale von Null verschiedene Elemente hat, und zwar hier 
lauter +1, ausser dem 2" Element, das —1 ist. Das System von 
7 ist ein Hinheitssystem, das nur in der Diagonale von Null ver- 
schiedene Elemente und zwar hier lauter + 1 enthalt. Die Zusammen- 
setzung dieser Hinheitssysteme mit 2% gemiss der Gleichung 


B=aSATL 
bewirkt aber den angegebenen Zeichenwechsel in Y. 
b) Setzen wir in 4 
y= Ui, Uy= Uy, U—= Hi, 4, Lay 
y=y! (=1,2,...%), 
so bewirken diese beiden unimodularen Substitutionen eine blosse 
Rethenvertauschung im Koefficientensysteme von A. Man gebe die 


Beschaffenheit der Einheitssysteme an, welche die Koefficientensysteme 
dieser Substitutionen vorstellen. 


ae ’ | ee 1 
=U}, Dep p= Liss ++ Un = hy 


c) Setzen wir endlich in A 
! ! ! 
= 2, y= Hh, ... Te= T+ ML, M41—= Th41,.-- La = Xp, 
vais 
Yi= Yi (¢=1,2,...m), 


wo s=|-k und m eine ganze positive oder negative Zahl ist, so haben wir 
unimodulare Substitutionen vor uns; das System 8 der transformirten 


48 8.3, 27—28. 


Form B geht dadurch aus demjenigen % von A hervor, dass man 
die Rethe 


Ak1 U2,+++Akn 
mit m multiplizirt und zur parallelen Rethe 

Bets Ge pe a Gen 
addirt bez. von thr subtrahart. 


Auch hier beachte man die Beschaffenheit der Hinheitssysteme, 
durch deren Zusammensetzung mit % man © erhilt. 

Die unter a), b) und c) beschriebenen Transformationen einer 
Form A, sowie die entsprechenden Umformungen ihres Systems 2% 
bezeichnet man als Elementartransformationen der Form A (des 
Systems 2); da die Elementartransformationen einer Form (eines 
Systems) unimodulare Substitutionen sind (durch Zusammensetzen des 
Systems mit Hinheitssystemen bewirkt werden), so folgt aus den Satzen 
in 26, dass der Rang r des Koefficientensystems X einer Form A (eimes 
Systems WM) sowie der grisste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten 
0" Grades von U(o =1,2,...7), oder, dass der Rang und die ET 
von YX ungedndert bleiben, wenn man die Form A (das System %) be- 
lhebig vielen Elementartransformationen unterwirft.* 

28. Wir werden jetzt folgenden Satz** beweisen: 

Jedes System von n* ganzzahligen Elementen a;; ldsst sich durch 
allemige Anwendung von Elementartransformationen in ein solches ver- 
wandeln, in welchem nur in der Diagonale von Null verschiedene Elemente 
stehen, und m welchem jedes von Null verschiedene Diagonalelement positiv 
und Theiler des folgenden ist. 

Beweis. Durch alleinige Anwendung von Elementartransformationen 
a) und b) kann man zunichst erreichen, dass das erste Diagonal- 
element « positiv und kleiner, als der absolute Werth jedes von 
Null verschiedenen Elementes unseres Systems wird. Befindet sich 
jetzt in der ersten Zeile oder Spalte ein Element 6, welches nicht 
ganzes Vielfaches von « ist, so kénnen wir an Stelle von « noch ein 
kleineres Element bringen, welches nicht Null ist. Durch weitere An- 
wendung einer Elementartransformation a) bewirken wir zunichst, 


* Alles in diesem Artikel Gesagte gilt nicht nur fiir ganzzahlige Systeme, 
sondern auch fiir solche, deren Elemente ganze Funktionen einer oder mehrerer 
Variabelen sind, nur hat man dann unter m entsprechend eine ganze Funktion 
einer bez. mehrerer Veranderlichen zu verstehen. (Vergl. den Beweis der Satze 8) 
in 25.) 

“Smith, Phil. Trans. 1861 (62), vol.151, 8.314; Frobenius, Crelle’s Journ. (79) 
Bd. 86, S. 158; Kronecker, Crelle’s Journ. (91) Bd. 107, 8.135 —136. Qbiger Be- 
weis ist im Wesentlichen der Kronecker’sche. 
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dass 6 positiv ist. Ist dann q der grésste gemeinschaftliche Theiler 
von « und £, so besteht ein Algorithmus 


p'=ha+y, 
a=ly+o, 
Spy |, 
ae 3 
wo h,l,..., 7,0... ganze Zahlen bedeuten. Man kann daher durch 


wiederholte Anwendung von Elementartransformationen c) an Stelle 
von « bez. 6 das Element g(<@) und dieses, wenn es an die Stelle 
von #6 trat, durch eine Elementartransformation b) an die erste 
Diagonalstelle bringen. Durch diesen Process wurde nicht nur das 
erste Diagonalelement verkleinert, sondern es giebt auch jetzt in der 
ersten Zeile bez. Spalte ein weiteres Element — an der Stelle von 6 —, 
welches Vielfaches des ersten ist. Dieses Verfahren setzen wir so lange 
fort, bis das erste Diagonalelement Theiler aller iibrigen Elemente der 
ersten Zeile und Spalte ist. Dann machen wir durch Elementar- 
transformationen c) die letzteren Hlemente alle zu Null. Giebt es als- 
dann in dem so erhaltenen Systeme noch ein Element, welches nicht 
Vielfaches des ersten Diagonalelementes ist, so bringen wir es durch 
Reihenaddition in die erste Zeile oder Spalte und verkleinern das 
erste Diagonalelement nach dem oben beschriebenen Verfahren noch 
weiter. Nun kann aber letzteres Element bei fortgesetzter Verkleiner- 
ung nicht kleiner werden, als der grésste gemeinschaftliche Theiler* 
t, aller Elemente des gegebenen Systems, der ja durch Hlementar- 
transformationen nicht geandert wird (27). Also muss der Process 
schliesslich dahin fiihren, dass ein System 7, erscheint, in welchem 
das erste Diagonalelement gerade ¢, wird, und welches in der ersten 
Zeile und Spalte ausser ¢, nur Elemente Null enthilt. 

Ist jetzt ¢, der grésste gemeinschaftliche Theiler der Elemente 
des Systems Z,, welches aus 7, entsteht, indem man in ihm 
die erste Zeile und Spalte weglisst, so kénnen wir auf die vor- 
stehend beschriebene Weise das System 7, durch Elementartrans- 
formationen — die zugleich als Hlementarformationen des ganzen 
Systems 7, aufgefasst werden kénnen — so umformen, dass das 
erste Diagonalelement gleich ¢,, also Theiler aller tibrigen Elemente 
desselben wird, und in der ersten Zeile und Spalte ausser ihm nur 


* Den grissten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten eines ge- 
wissen Grades wahlen wir stets positiv. 
Muth, Hlementartheiler. 4 
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Elemente Null stehen; ¢, ist durch ¢, theilbar. U.s.w. — Durch 
Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man also in der That zu 
einem Systeme, in welchem nur die + ersten Diagonalelemente 
t,, t,...¢, von Null verschieden sind und ¢, durch ¢,, t, durch #,, .. He 
durch ¢,_, theilbar ist, wobei 7 den Rang des gegebenen Systems be- 
deutet; da nimlich der Rang eines Systems durch Elementartrans- 
formationen nicht geiindert wird (27), so muss der Process mit dem 
yen Diagonalelemente abbrechen. — Damit ist unser Satz bewiesen. 
Ein System, welches nur in der Diagonale von Null verschiedene 
Elemente hat, heisst ein Diagonalsystem. Vorstehend haben wir 
gezeiot, wie man ein gegebenes System in ein diquivalentes Diagonal- 
system transformirt. Wir kénnen nun die zusammengesetzten Elementar- 


theiler Ly = = des gegebenen Systems, die ja mit denen unseres 
C= 


Diagonalsystems iibereinstimmen (25, Satz b)], sofort angeben. Ls 
ist nimlich, wenn wir unsere alten Bezeichnungen (4) beibehalten, fiir 
unser Diagonalsystem 


LPO One ey 0 
ioe a eee 0 


Diet ite Di ete eed eas 
also 
Ty Gy pice Hg ge, ie sy, iy —= bey Erpai1 = = EL, = 0. 


Die Diagonalelemente t,,...t, sind also bez. der erste, zweite, ... 7° 
E:T unseres gegebenen Systems vom Range r.* Die oben beschriebene 
Umformung eines Systems fiihrt daher immer zu demselben Diagonal- 
systeme. Wir kénnen das erlangte Resultat auch so aussprechen (26, 27): 


Hine gegebene bilineare Form 
PX (t,h =1,2,...n), 
deren Koefficientensystem die zusammengeseteten Elementartheiler 


Wop On ms als Bi 


* Zugleich ergiebt sich hier, dass Hy durch Hy—1(9 <r) theilbar ist, wie 
dies durch den Fundamentalsatz I bereits bewiesen ist. 
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besitzt, ldsst sich durch unimodulare Substitutionen fiir die x; und y; stets 
wm die Form 
Ey axyy, + Eyayyy +++ + £24, 
transformiren. ——~ ‘ 
Die Form >'E,21y; (¢=1,2,...m) ist in die Theile 
Ezy, (=1,2,...n) 

zerlegbar; jeder dieser Theile ist weder zerlegbar, noch einer zerleg- 
baren Form &quivalent; denn wire E,a'y! einer zerlegbaren Form 
aquivalent, so wire nach den Satzen c), d) in 22 und 8a) in 25 der Rang 
des Systems dieser Form grésser als Hins, Die Form >'E,x,y) ist also 
eine reducirte Form, da sie in Jauter elementare Formen zerlegbar ist. 
Wir haben also vorstehend die Reduktion einer Form mit ganzzahligen 
Koefficienten (eines Systems mit ganzzahligen Elementen), die in 25 an- 
gekiindigt wurde, wirklich ausgefiihrt. 

29. Mit Hilfe der eben angegebenen Reduktion einer Form (eines 
Systems) sind wir im Stande, die Umkehrung von Theorem II fiir 
ganzzahlige Systeme hochst einfach zu beweisen. Es seien A und B 
zwei bilineare Formen mit den Koefficientensystemen 2% und 8. Die 
Systeme Y und % seien ganzzahlig und so beschaffen, dass der ot? ET 
E, yon % ein Vielfaches des o*" ETs E, von U(o =1, 2,...n) ist. 
Ks sei also . 

(3) E, = 6,H, (9 =1,2,..."), 
wo die 6, ganze Zahlen bez. Null sind. Es soll gezeigt werden, dass 
% ein Vielfaches von 2% ist: 

Nach Artikel 28 giebt es Substitutionen (Formen) S, 7, U, VJ, 

deren Determinanten +1 sind, derart, dass symbolisch 

E09, + EX Yo+ +++ + EnknYn = SAT, 

E 0,4, + Ey %4,+ +--+ Ela, y, = UBV 
wird. Setzen wir jetzt 

aaa =D Emy:, R, => Ein: (G2 deo tise), 
sodass also 
(4) R,=SAT, 
(5) R, = UBY.- 
ist und fiihren noch die Form 
0,24, + 02% Yo + +++ + OnnYn = D 
in, so ist wegen (3 
(6y’ a) Te) eh, BD 
Aus (5) und (6) folgt aber \ 
ie Vie diy aD eV ot = U4 Ry DV, 
und somit ist wegen (4) 
4* 
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(7) B=(U-? DATS —-) =(U* SAC DS 2") 


Da nicht nur S und 7, sondern auch U—1, V—! und D Formen mit 

ganzzahligen Koefficienten sind, so ist wegen Gleichung (7) das 

System 8 von B Vielfaches des Systems % von A(Il, 23), w.z.b.w. 
Setzen wir noch die Formen 


U=DS=P, TV3+=— 9, U'S=X> LDV t—v¥7, 
so wird (7) zu 
(8) B= PAQ = XAY. 


Die Systeme von Q und X sind Einheitssysteme; es hat sich also zu- 
gleich ergeben, dass fiir das eine der beiden Systeme, mit welchen 
componirt % in % iibergeht, stets ein Einheitssystem gewahlt werden 
kann. Die Gleichung (8) besagt, dass B unter A enthalten ist (23), 
wenn E, ein Vielfaches von Ey ist. Zugleich ergab sich, dass alsdann fiir 
eine der beiden Substitutionen, welche A in B iiberfiihren, eine uni- 
modulare gewahlt werden kann. 

Nehmen wir die Ergebnisse dieses Artikels mit denen in Artikel 8 
zusammen, so kénnen wir sie in folgende Sitze fassen: 

Illa. Ein System 8 von n? ganzzahligen Elementen ist 
dann und nur dann Vielfaches eines ebensolchen 
Systems %, wenn der ot? Hlementartheiler von 8 ein 
Vielfaches des ot®? Hlementartheilers von YW ist fiir 
Om 1, 223. %. 

IIb. Hine Form B = din wiys (¢,k=1,2,...) mit ganz- 
zahligen Koefficienten ist unter einer ebensolchen 
Form A = ain Cis ((,k =1,2,...m) dann und nur dann 
enthalten, wenn jeder von Nullverschiedene zusammen- 
gesetzte Hlementartheiler des Koefficientensystems 
von & durch den entsprechenden Elementartheiler des 
Koefficientensystems von A theilbar ist.* 

30. Es sei nun insbesondere der 0% ET des Systems 8 von B 
gleich dem o*" ET des Systems %& von A fiir 9 =1,2,....n. Als- 


dann kann man nach 29 durch unimodulare Substitutionen die Formen 
A und B in dieselbe reducirte Form 


ieee 


transformiren; es wird dann eben 


* Smith, Phil. Trans. 1861 (62), vol. 151, S. 8320; Proc. of the Lond. math. soc. 
(73) vol. IV, 8.244. Frobenius, Crelle’s Journ. (80) Bd. 88, §. 114. Hensel, 
Crelle’s Journ. (95) Bd. 114, S. 100. 
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D= XY, + My + +++ tnYn = E 
und daher werden die Substitutionen 


P=X=U-18, Q=Y=TV-! 


) 


in (8) alle unimodular. A und B sind also dann fiquivalent (26). 
Wir haben daher mit Riicksicht auf den Satz 8b) in 25 das Theorem: 


IVa. Zwei Formen A = aim Hie kas leo vee ”) 


und 


B = DS oiamiye (i, #—=1,2,...n) 


mit ganzzahligen Koefficientensystemen % und B (zwei 
Systeme % und B) sind dann und nur dann Aquivalent, 
wenn die entsprechenden zusammengesetzten Ele- 
mentartheiler von % und % gleich sind, oder was das- 
selbe besagt, wenn die Systeme M% und 8 im Range und 
in den einfachen Elementartheilern tibereinstimmen. 

Sind zwei Formen A und B Aquivalent, so kann man, da ihre 
Koefficientensysteme in den zusammengesetzten ETn iibereinstimmen 
(IVa), nach unseren obigen Entwickelungen A in B (ebenso B in A) 
stets durch unimodulare Substitutionen transformiren; auch das Um- 
gekehrte ist giltig (26). 

Nennt man daher zwei Formen A und B dquivalent, wenn A in B 
(und somit auch B in A) durch unimodulare Substitutionen transformirt 
werden kann, so deckt sich diese zweite, scheinbar engere Definition 
der Aquivalenz vollstiindig mit der frither (25) gegebenen. Analoges 
gilt beziiglich der Definition der Aequivalenz von Systemen. 

Stimmen fiir zwei Systeme 2% und B von gleichem Range r die 
Zahlen D; und D, (25) tiberein, so stimmen auch die Zahlen /, und 
E, — also auch die einfachen ET von 2% und 8 — iiberein; somit 
kann man dem Theoreme IVa mit Riicksicht auf Satz 8a) in 20 die 
folgende Fassung geben: 

IVb. Zwei Formen A und B von 2n Variabelen mit ganz- 
zahligen Koefficientensystemen U und ¥ (zwei Systeme 
@ und 8) sind dann und nur dann aquivalent, wenn 
die Systeme 2% und B (sie) von gleichem Range sind, 
und der grésste gemeinschaftliche Theiler aller Sub- 
determinanten ot" Grades von & mit demjenigen aller 
Subdeterminanten ot" Grades von ®% fir 


(Tid ecw & 
tibereinstimmt. 
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Auf rationalem Wege liasst sich also entscheiden, ob zwei Formen 
(Systeme) fiquivalent sind oder nicht, und auf rationalem Wege lassen 
sich (28)* die unimodularen Substitutionen (Hinheitssysteme) ermitteln, 
welche eine Form in eine zu ihr iquivalente Form iiberfiihren (mit denen 
zusammengesetzt ein System in ein Aquivalentes tibergeht). 

31. Wir stellen uns nun folgende Aufgabe:** 

In der bilinearen Form 
hy 2, Ys a hy Xp Yo = eee ap h, 2, Yr =H 
seien hy, hg,.-.,h- ganz beliebige von Null verschiedene ganze 
Zahlen. Es sollen die ET thres Koefficientensystems bestimmt 
werden. 

Ist speciell h, durch h,, h, durch h, u.s.w. theilbar, so sind 
hy, hy, ..-h-, wie wir in 28 sahen, gerade die zusammengesetzten ET 
des Systems von H. Man erhilt dann die einfachen ET, indem man 
h,, 'g,..-h- in Faktoren zerlegt, die Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen sind (4). Wir werden zeigen, dass man auch im allgemeinen 
Falle beliebiger h; die einfachen ET durch eine solche Zerlegung der 
h; erhalt. 

Es sei p eine Primzahl, die in 

Hig lagueiisy pe 
aufgeht; p stecke in h, zur Potenz J,. Nun ordnen wir die Zahlen (, 
nach fallender Grésse und bezeichnen sie dann der Reihe nach mit 
Oe nT RR 2 
Infolge dieser Bezeichnung enthilt D, die Primzahl p zur Potenz 
Oy Os rte Os 
die Subdeterminanten (7 —1)*™ Grades des Koefficientensystems von H 
enthalten p zur Potenz Pega aren bes so 


eine aber enthilt p genau zu dieser Potenz. Der grésste gemeinschatt- 
liche Theiler aller Subdeterminanten (* —1)*" Grades enthalt also p 
zur Potenz GA Oot Gea 
D, enthilt p zur Potenz 

Oy Phy boss + Op, 

Dr 

E, a Dp=1 
p zur Potenz «,. Analog beweist man, dass 


also enthalt 


* Die Substitutionen kénnen auch direkt durch Aufldsen linearer Gleich- 
ungen gefunden werden (vergl. 39). 

“* Vergl. Frobenius, Theorie der linearen Formen mit ganzen Koefficienten, 
Crelle’s Journ. (79) Bd. 86, § 6. 
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LD ay 


Ey —1 = JORIS 


p zur Potenz a,_, enthilt, u.s.w. Die Potenzen 


p%, p®, ans per 
sind daher die zur Basis p gehérenden einfachen ET von H (4). Also: 
_ 11) Man findet die Elementartheiler eines Systems 


fee” “O28 Ort 20) 
O kh 0 0...0 
OAR OARS OSes 0 


DEOL. ORO ay, 
vom ange r, indem man jede der r von Null verschiedenen Zahlen aus 
demselben im Faktor en zerlegt, die Potenzen verschiedener Primzahlen sind. 
Die allgemeinere Fassung unseres Ergebnisses folet daraus, dass 
durch Zufiigen von Nullreihen der Rang und die ET eines Sree 
ungeiindert bleiben. 
Nachdem man, wie oben angegeben wurde, die einfachen ET des 


Systems emer Form hy 7, fee tert Yr, 


das vom Range r sei, bestimmt hat, kann man nach 6, c) auch leicht die 
zusammengesetzten E'T desselben berechnen. Man erhilt darnach die 
letzteren ET aus den h,,...h, wie folgt: Man zerlegt h,, h., ...h, in 
Faktoren, die Potenzen verschiedener Primzahlen p, q,7,... sind. Das 
Produkt der héchsten Potenzen von p,q, r,... ist der 7° HT E, des 
Systems, das Produkt der zweithdchsten Potenzen von p, q, 17, ... der 
(r —1)* ET E,_1 des Systems, u.s.w. Somit ist E, das klemste ge- 
meinschaftliche Vielfache und E,, wie bekannt, der grdsste gemeim- 
schaftliche Theiler der Zahlen h,, h,,...h,-. Es erscheint also hier der 
Begriff der zusammengesetzten Btementetiieiles als eine Verallgemeiner- 
ung der Begriffe des grossten gemeinschaftlichen Theilers und des kleinsten 
gemeinschaftlichen Vielfachen auf Systeme von mehr als zwei Zahlen. 


32. Die Form A =a 42: yx sei in die Theilformen A, und A, 


zerlegbar (22). Die Systeme WU, W,, YW, von A, A,, A, seien bez. vom 
Range 7, J, m; dann ist nach Satz ¢) in 22 


r=tl+m. 
Die von Null verschiedenen zusammengesetzten ET von YU, und %, 
seien bez. 
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hy, Ny 5 03 er 


und 
iat, lize, iste ie 


Dann giebt es nach 28 unimodulare Substitutionen S, 7’, U, V derart, 
dass Ny 4 Y, + hry ty Yq + -+> thay = SA, T, 
Ii LiprYtit mpetipe ype be $A LY = UA,V 
wird. Daraus folet aber 
(9) LY Ate bey taser ytit + ther Yr 
=(S+U)(A, + 4:)(7 +7), 
wenn man beriicksichtigt, dass 
SA,V =SA,T=SA,V = UA, T= UAV = UA,T=—0 
wird, weil nimlich die Variabelen, welche in S,7,A, auftreten, in 
U, V, A, fehlen. Setzen wir nun 
S+tU=P, T+V=9Q, 
so wird (9), da A= A, + A, ist, zu 
hy XY + he Xo +--+ +h ty, = PAY. 
P und Q sind aber zerlegbare Formen; daher ist [22, Satz c)] 
[BS eT Ua ie hee et iat eel 


P und Q sind also unimodulare Substitutionen. Man kann also unter 
den gemachten Voraussetzungen durch unimodulare Substitutionen A, in 


A, = NX y,+-+- +hay, 

A, in 
und A=A,+A, in 
i, + A, = heyy, +++ + ht y, = 


A, == yar G41 Yrit Orgs +h, 2%,-Y;, 


diberfiihren. 

Nun stimmen aber die ET von A, A,, A, bez. mit den ETn der 
Koefficientensysteme , ,, 5, von H, H,, H, iiberein (26); man er- 
halt aber nach 31 die ET vom §,, indem man h,, h,,..., die von 
§,, indem man fj41, Miy2,...h,, und die von §, indem man 
hy, hg,...h, in Faktoren zerlegt, die Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen sind. Daher sind die ET von § diejenigen von §, und §, 
zusammengenommen, und es gilt somit das Fundamentaltheorem: * 

V. Die Elementartheiler des Koefficientensystems einer 
zerlegbaren Form (eines zerlegbaren Systems) sind die- 
jenigen der Koefficientensysteme ihrer Theile (die- 
jenigen seiner Theile) zusammengenommen. 


* Frobenius, 1. c. 8.164. 
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33. Wir geben zum Schlusse dieses Paragraphen noch einige fiir 
spatere Verwendung néthige Entwickelungen tiber zerlegbare Formen. 

Sei wieder die Form A in die Theile A, und A, zerlegbar, sei 
ferner @ eine positive ganze Zahl, die nicht grdsser als der Rang r des 
Systems %f von A ist; endlich bedeute D,, Dy, Vie bez. den gréssten 
gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten ot" Grades von YW, 
Y, %,, wo noch W,, , die Systeme von 4, und A, vorstellen. Ist 
@ grésser als der Rang 7,(r,) von Y, (M,), so denken wir uns De (D}”) 
gleich Null gesetzt. Wir behaupten alsdann: 


Dz, ist der grisste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen 


1 1 2 if 2 1 2 2 
et ee Dy gD De, DS 


Beweis. Jede Subdeterminante 0" Grades So—m,m aus Wf, welche 
nicht dem Systeme YW, oder Y, angehért, ist das Produkt einer Sub- 
determinante (9 — m)*™ Grades von %, und einer Subdeterminante 
m2 Grades von Y%,; es giebt umgekehrt stets eine Subdeterminante 
eo Grades von Y%, welche das Produkt zweier Subdeterminanten 
(o — m)*= Grades und m* Grades von YL, bez. YW, ist. Steckt also fiir 
ein bestimmtes m die Primzahl p in Dee zur Potenz «,, in D® zur 
Potenz «,, so steckt sie in allen Subdeterminanten So—m,m zur Potenz 
«, +a, und zu keiner héheren; daher ist by ora BS: der grésste ge- 
meinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten So—m,m3 dies gilt ftir 
m=1,2,...9—1; die in %, bez. %, auftretenden Subdeterminanten 
o= Grades aber haben per def. den gréssten gemeinschaftlichen Theiler 
a” bez. De also ist D, der grésste gemeinschaftliche Theiler der 
Zahlen 

p®, Do, D®,...D®, 


w.z.b.w. Fir @=~* folgt sofort, dass der grisste gemeinschaftliche 
Theiler aller Subdeterminanten r Grades von % gleich dem Produkte des 
grissten gemeinsamen Theilers aller Subdeterminanten vr," Grades von 
in den grissten gemeinsamen Theiler aller Subdeterminanten 1," Grades 
con %, ist, wenn das System U vom Range r in die Systeme XU, und 
YW, vom Range r, bez. r, zerlegbar ist. 


Die Ausfiihrungen dieses Artikels gelten m. m. auch dann, 
wenn die Elemente von %{ ganze Funktionen einer oder mehrerer Ver- 
anderlichen sind. 
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§ 4. Systeme, deren Elemente ganze Funktionen 
einer Veriinderlichen sind. 


34. Die Entwickelungen des letzten Paragraphen gelten mit ge- 
ringen Modifikationen auch fiir Systeme (Formen), deren Elemente 
(Koefficienten) ganze I’unktionen einer Verinderlichen 2 smd. Die Be- 
griffe ,,Enthaltensein unter einer Form“ (,,Vielfaches eines Systemes“), 
,Aequivalenz“, ,, Hlementartransformation“ u.s. w. werden hier, wie 
friiher in 23—25 und 27, definirt, nur dass also hier ,,ganze Funktion 
einer Veriinderlichen 1“ fiir ,,ganze Zahl“ zu setzen ist. An Stelle der 
unimodularen Substitutionen treten jetzt solche Substitutionen, deren 
Koefficienten ganze Funktionen von / sind, deren Determinanten jedoch 
von 4 unabhingig und nicht Null sind. An Stelle der Hinheitssysteme 
treten Systeme, deren Elemente ganze Funktionen einer Verinder- 
lichen 4 sind, und deren Determinanten die oben angegebenen Higen- 
schaften besitzen. Nimmt man die angegebenen Veriinderungen in 
23—33 vor, so bleiben die Entwickelungen und Sitze daselbst im 
Uebrigen bestehen, denn da z.B. der Algorithmus zur Aufsuchung des 
gréssten gemeinschaftlichen Theilers fiir ganze Zahlen und ganze 
Funktionen einer Verinderlichen derselbe ist, so gilt die Kronecker- 
sche Reduktion eines Systems in 28 nicht blos fiir Systeme mit ganz- 
zahligen Koefficienten, sondern auch fiir die hier betrachteten Systeme, 
deren Elemente ganze Funktionen einer Veriinderlichen sind: der Grad 
des ersten Diagonalelementes wird so lange erniedrigt, bis dasselbe 
‘Theiler aller iibrigen Elemente der ersten Zeile und Spalte wird, dann 
macht man durch EHlementartransformationen c) alle die letzteren 
Elemente dieser beiden Reihen Null, u.s.w. — Insbesondere aber gelten 
die auf jene Reduktion sich stititzenden Fundamentalsdtze IIIa und 
IIIb, IVa und IVb auch fiir Systeme (Formen), deren Elemente (Koeffi- 
cienten) ganze Funktionen einer Variabelen 2 sind.* Zwei soleche Formen 
kann man auch iiquivalent nennen, wenn die eine in die andere durch 
Substitutionen iibergefiihrt werden kann, deren Koefficienten ganze 
Funktionen von 4 sind, deren Determinanten aber von 4 unabhingig 
und nicht Null sind. 

Auf Grund des Theorems IVb kann, da die Aufsuchung des 
gréssten gemeinschaftlichen Theilers von ganzen Funktionen einer 
Variabelen durch rationale Operationen geschieht, auch hier auf ratio- 
nalem Wege tiber die Aequivalenz zweier Formen entschieden werden, 


* Frobenius, Crelle’s Journ. (79) Bd. 86, S. 202 und (80) Bd. 88, S.110; 
Hensel, Crelle’s Journ. (95) Bd. 114, S. 100. 
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und auf rationalem Wege kénnen (28, 30)* die Substitutionen gefunden 
werden, welche eine Form in eine Aquivalente transformiren. U. s. w. 

Hervorgehoben werde schliesslich noch die Giltigkeit des Funda- 
mentalsatzes V tiber die Elementartheiler zerlegbarer Systeme fiir die hier 
betrachteten Systeme. 

35. Sind die Koefficienten einer bilinearen Form ganze Funk- 
tionen @*? Grades einer Variabelen 2, so soll « der Grad der bi- 
linearen Form** heissen. Analog wird man den Begriff ,,Grad 
eines Systems“ einfiihren, um dann auch die folgenden Ergebnisse fiir 
Systeme in Siitze fassen zu kiénnen. Da derartige Uebertragungen ge- 
niigend oft in § 3 und § 4 ausgefiihrt wurden, diirfen wir uns auf 
Formen beschranken. Hine bilineare Form at Grades A lisst sich 
stets auf die Gestalt 

A=A,A? + Ajdt—1+---+ AQ 
bringen, wo A,, A,,...Ag¢ bilineare Formen sind, deren Koeffi- 
cienten nicht von 4 abhiingen, und A, nicht identisch Null ist. 

Ist B eine bilineare Form f** Grades, und wir setzen, wie vor- 


stehend, B= Bf + BAe-1+4+---+ Be, 
so ist, wenn 


| B, | =| 0 
ist, das symbolische Produkt 

AB = A, B,4*t8 + (AB, + A,B) Aete-t +... 
von A und B eine bilineare Form genau vom (a + 8)" Grade. Denn 
A, B, kann, wenn | B,| nicht Null ist, nur dann identisch verschwinden, 
wenn A, identisch verschwindet (12), was gegen die Voraussetzung 
verstésst. Allgemeiner beweist man analog, wenn C eine weitere bi- 
lineare Form vorstellt, den Satz: 

a) Der Grad der Form ABC ist gleich der Summe der Grade von 
A, Bund C, wenn in zwei Faktoren des symbolischen Produktes die 
Determinanten der Formen, welche mit den hichsten Potenzen von ad 
multiplizirt sind, nicht verschwimden. 

Wir behalten die Bezeichnungen bei und beweisen einen weiteren 
Satz: 

b) Ist B<a und |B,| nicht Null, so giebt es eine und nur eine 
Form Q vom Grade « — B und eine Form C von niedrig Ge: als pier 
Grade, welche der Gleichung 

A=QB+C oder A=BQ+C 
Geniige leisten. ere eT 


* Vergl. 8.54, Anm. 1. 
** Frobenius, Crelle’s Journ. (79) Bd. 86, S. 202. 
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Setzt man niimlich Chey, 
so hat man die Form 
Y= Qa? + OVA ek aaa Q, 
so zu bestimmen, dass der Grad der Form 
A—QB=C 
kleiner als 6 wird. Nun ist aber 
oA De (4,— @By)4 a (ar QB, oe: Q, By)Ae—* + ook 
a (A, — QB, ie @, By —1— Tu ae Q, By) a + fees 
Daher mtissen die Koefficienten von 4%, 4*—1,... 4° verschwinden; 
es muss also 
Ay= @, Bo, 
A, = Q By + Q, Bo, -. +) Ay = OoBy + Oy By—1 Foe + Q, Bo 
sein. Da|B,|20 vorausgesetzt wird, so ergiebt sich aus vorstehen- 
den Gleichungen 


Co Ao Bo’, Q= (A, — Qo B,) Bo * = A, Bo * — 4, Bo “By By”, 
u.s.w. Daher sind die Formen @, Q,,...@, und damit Q und C 
vollstiindig bestimmt. Analog findet man die Formen Y und C, welche 
die Gleichung A= BQ+ C erfiillen. 


36. Von besonderem Interesse sind diejenigen Formen, deren 
Koefficienten ganze Funktionen ersten Grades einer Variabelen 2 sind. 


ee A = Saag, B = bia wit @, —=15 12,2, 9) 
zwei solche Formen, so kénnen wir, wie oben, 

A=j1A,+A,, B=1AB, 4B, 
setzen, wo also A), 4,, 6), B, von 2 unabhingige Formen vorstellen. 


Ist die Determinante |.A,| von A, nicht Null, so kann die Deter- 
minante |.A| von A nicht fiir jeden Werth von 4 verschwinden; denn 


man hat |A|=|4A)+ A,| = 4"| Ay| +--+ +] A, |- 


Ueber zwei bilineare Formen ersten Grades gilt nun folgendes 
Theorem von Weierstrass:* 


* Weierstrass, BM 1868, 8.312—314 (Ges. Werke Bd. II, 8. 21— 22); 
C. Jordan, Compt. rend. 1871, Il. sér. pag. 787 und Liouville’s Journ. 1874, 
8.35; Hamburger, Crelle’s Journ. (73) Bd.76, 8.118; Darboux, Liou- 
ville’s Journ. 1874, 8.347; Kronecker, BM 1874, S. 216 flg. [Ges. Werke Bd. I, 
8. 391 flg.]; Gundelfinger in Hesse’s Vorl. tiber anal. Geom. des Raumes, 
3. Aufl.1876, IV.Supplem.; Stickelberger, Crelle’s Journ. (79) Bd. 86, S. 20flg.; 
Predella, Le omogr. in uno spaz.ad un num. qual. di dimens. Ann. di mat. 1889 — 90, 
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VI. Wenn die Formen A=24,+ A, und B=1B,4+ B, 80 
beschaffen sind, dass die Determinanten (ae Woda 
nicht verschwinden, und die Elementartheiler der 
Determinanten |14,+A,| und |4.B)+ B,| tibereinstimmen, 
so kann man jede dieser Formen in die andere durch 
Substitutionen transformiren, die nicht Null sind, 
und deren Koefficienten nicht von 4 abhingen. 


Beweis. Die Systeme der Determinanten |A| und |B] sind von 
gleichem Range ; ausserdem stimmen ihre ET tiberein; folglich 
sind die Formen A und B dquivalent (Theorem IVa in 30, 34), und 
zwar kénnen auf rationalem Wege zwei solche Substitutionen P, und 
@, gefunden werden, dass symbolisch 
(1) B= Py, A Qo 
ist, wobei die Koefficienten der Formen P, und Q, im Allgemeinen 
von 4 abhiangig, ihre Determinanten aber von 4 unabhingig und nicht 
Null sind (30, 34). Die zu P, und Q, inversen Substitutionen 

Pri= By, Or*= 5, 
sind von gleicher Beschaffenheit, wie P, und Q. Aus (1) folgt zu- 
nachst PASO BS Ai RB. 

Jetzt bestimmen wir Formen P, P,, Y, %,, BR, R,, S, S, so, dass 

Pio = BP, + P, = %B + Q, 
Ry =AReth, S)=—8;4A+8 
und der Grad yon P, Q, R, 8 niedriger wird, als der Grad von B bez. A 
(35, Satz b). Da hier A und B Formen ersten Grades sind, so sind 
die Formen P, QY, R, S von 2 unabhangig. Dann wird 
Pj A= BS, = B(S, A+ 8) = BS,A+ BS, 
PA=—(BP,+ P)A=BPA+ PA, 
BPA + PA= BS,A + BS, 
B(P, — 8,)4 = BS — PA. 
Da |B,| und |A,| nicht Null sind, so ist der Grad der zuletzt links 
stehenden Form nach 35, Satz a) mindestens gleich Zwei, der Grad 


also 


Ser. II, Bd. XVII, § 10; Cald, Dimost. algebr. del teorema di Weierstrass sul. 
forme bil., Ann. di mat. 1895. Diese Autoren beweisen das Theorem mit Benutzung 
der Wurzeln der Gleichungen |4.A, +A, |=0 und |4B,+B,|=0, also auf nicht 
rationalem Wege. Den obigen Beweis, bei welchem die Wurzeln jener Gleichung 
(die einf. ET.) nicht expl. auftreten und tiberhaupt nur rationale Operationen 
vorkommen, gab Frobenius, Crelle’s Journ. Bd. (79) 86, S. 202—204. 
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der rechts stehenden Form ist aber hédchstens gleich Eins, daher 
miissen in der letzten Gleichung die rechts und links stehenden Formen 
verschwinden, und zwar muss (12) 
(2) P,—S,=0, BS—PA=0 
sein. Nun ist aber fiir 
E = 2,Y, + LyYo + °° + LnYny 
Q)So= £; 
L= Q)(S,4 2 S) a Q)S,A4 as (Q,B tT Q)S 
oe QS, 4 Ay Q,BS ae QS 


und wegen (2) somit 


daher ist 


oder E— QS=%8,44+ 0,PA 
(3) E— QS = (QS, + @ P) A. 
Die Form links in (8) ist von 4 unabhingig, die in (3) rechts stehende 


enthalt 2 in den Koefficienten mindestens linear (85, Satz a), daher 
muss (12) 

QS,+%P=0, QS=E 
sein. Die Form S ist nach der letzten Gleichung die zu Q reciproke 
Form. Daher hat man 
(4) QS = SQ = E, 
und es ist weder |Q| noch |S| Null. Jetzt folgt aber aus (2) und (4) 

PAQ=BSQ=BE= B; 
da | B| nicht Null ist, so ist es auch | P| nicht. Die symbolische 
Gleichung . 
(5) B=PAQ 
besagt aber, dass 4A in B durch zwei Substitutionen P und Q tiber- 
geht; die Koefficienten derselben sind von 4 unabhiingig, ihre Deter- 
minanten nicht Null; daher ist unser Satz bewiesen. 
Aus (5), oder anders geschrieben, aus 

1B) + B,= P(A, + A,)Q 
1B, + B,=1PA,Q+ PA, 

folgt, da diese Gleichung fiir jedes 2 gilt und die in ihr auftretenden 
Formen von 4 unabhingig sind, 

Bo= PAO, beta: 

Die Uebereinstimmung der ET der Determinanten 
|44,+A| und |2B,+4+ B,| 

ist die nothwendige (26, 34) und, wenn die Determinanten | A,| und 
| By| nicht verschwinden, auch die hinreichende Bedingung dafiir, dass 


oder 
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man Substitutionen P, @ angeben kann, deren Determinanten nicht 
Null sind, und die sowohl Ay in By, als A, in B, iiberfithren. Ueber 
die Uebereinstimmung der ET wird auf rationalem Wege entschieden 
(34), und nur rationale Operationen brauchen angewandt zu werden, um 
im Falle der Aequivalenz der Formen 44,+ A, und 2B,+ B, die Sub- 
stitutionen P und ¢ zu finden (vergl. 34 und vorstehenden Beweis), welche 
A, in By, A, in B,, also jede Form der Schaar (1) 


(6) Ay Ag+ 22 Ay 
in die entsprechende Form der Schaar 
(7) Ay By + 4, B, 


tiberfiihren., Dabei wurde die Hinschriinkung gemacht, dass |.A,| und | B, | 
(oder auch |A, und |B, ) von Null verschieden sind. Um nun die 
analogen Fragen auch im allgemeineren Falle, wo nur vorausgesetzt 
wird, dass die Determinanten der betrachteten Schaaren (6) und (7) nicht 
identisch Null sind, wo aber die Determinanten beider Grundformen 
jeder Schaar Null sein kinnen, zu erledigen, miissen wir die ET der 
Determinanten |2,A,+4,A,| und | 4,6)+ 4, B,| ins Auge fassen, also 
zur homogenen Betrachtungsweise tibergehen. Wir nehmen dabei den 
Ausgang vom allgemeineren Falle, wo die Koefficienten einer bilinearen 
Form (Elemente eines Systems) homogene ganze Funktionen gleich 
hohen Grades zweier Veriinderlichen 2, |”, sind. 


§ 5. Systeme, deren Elemente binire Formen 
gleichen Grades sind. , 
37. Es sei A = Ya: Liyx (t,k =1,2,...m) eine bilineare Form, 
deren Koefficienten homogene ganze Funktionen a” Grades zweier Ver- 


dnderlichen Ad, | As sind. Fiihren wir dann in A an Stelle der Veriinder- 
lichen 4,|4, durch die lineare Substitution 


A= agg 
1 | : 
(1) Ag = Ah +h, 
hii gh —gh 


nicht Null ist, eine Variabele (einen Parameter) 4 ein, so geht A in 
eine Form der im letzten Paragraphen betrachteten Art iiber, die wir 
mit A bezeichnen wollen. Durch (1) geht nicht nur | A| in | A\, 
sondern auch jede Subdeterminante 9" Grades S, von | A| in die ent- 
sprechende Subdeterminante 9" Grades S, von | A| tiber. Ist a,4,+ a, 4, 
ein linearer Theiler von S,, der in S, zur Potenz 1, auftritt, so tritt 
der ihm entsprechende Theiler a,'4+ a,', wo 
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Gy Ay + dg dg = (ag + a,h)A + (ayg' + ah’) = aja + a}, 
von Sh, in So zur Potenz 1, auf, falls nicht 
a, =0 
wird, in welchem Falle dem Theiler a,2,+ a,4, von S, tiberhaupt 


kein® linearer Theiler von SS, entspricht. Entsprache nun einem 
weiteren Linearfaktor b,4,+ 0,4, von S,, wo nicht 


Ay: dy = b,: b,, 
ebenfalls in S, der Theiler a/4 + aj, so wire 
bg + b,h = Cag + ah), 
bg + b,h'= Clag'+ ah’), 


wenn C eine von Null verschiedene, endliche Grésse bedeutet. Aus den 
letzten Gleichungen folgt aber, wenn man C eliminitt, 


(a,b, — a2b,)(gh'— g'h) = 0; 


es wire also gh'— gh =0, 


gegen die Voraussetzung. — Daher tritt der Theiler a{2 + a}, wenn 
a} =|- 0 ist, in S, genaw zur Potenz 1, auf. 

Die Koefficienten a{ und aj kénnen nicht gleichzeitig Null sein, 
da sonst gh'—g'h Null wire. Die Systeme von |A| und | | sind da- 
her gleichen Ranges. 

Nun sei der Rang des Systems von |A| gleich ». Der grésste 
gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten r**® Grades von | A4| 
gleich G(A,|4,). Dann wiihlen wir in (1) die Konstanten g und h so, 
dass G(g|h) nicht Null wird, und fiihren dann A mittelst (1) in 4 
tiber. Ist nun a,4,-+ 4,4, irgend ein linearer Theiler von G(A, | A,), 
also die Basis emes ET's des Koefficientensystems von A (4), so ist a,' 
nicht Null. Wire nimlich aj =a,g+a,h Null, so wire G(A, |’) 
fiir 4,=9, 44=h Null, gegen die Voraussetzung. Daher ist aj4 + aj 
ein linearer Theiler aller Subdeterminanten 7° Grades von | A|. Tritt 
@,4,-+ a4, in allen Subdeterminanten 0% Grades (9 <r) des Systems 
von |A| zur Potenz J, auf, so gilt das Gleiche von dem entsprechenden 
Theiler a,4 + a, aller Subdeterminanten oe? Grades des Systems von | A|, 
und umgekehrt, Daher ist vermdge (1) jedem Elementartheiler (a,4,+ Ay 45)%0 
des Koefficientensystems von A ein Elementartheiler (al + aj) des Ko- 


efficientensystems der Form A eindeutig zugeordnet, wenn G(g|h) von 
Null verschieden ist. 


* Kein ,,eigentlicher“, d.h. von 2 wirklich abhingiger Theiler u.s. w. Dieser 
Zusatz ,,eigentlicher‘ bleibt als selbstverstiindlich oben weg. 
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38. Von dem eben entwickelten Principe der Zuordnung werden 
wir spiiter noch ausgedehnte Anwendung machen. Zunichst benutzen 
wir dasselbe zum Beweise des folgenden Theorems:* 


VIL. Ist ein System, dessen Elemente binare Formen gleich- 
hohen Grades sind, zerlegbar, so sind die Elementar- 
theiler desselben diejenigen seiner Theile zusammen- 
genommen. ous 


Es sei die Form A, deren Koefficienten homogene ganze Funktionen 
gleichen Grades von zwei Veriinderlichen 4, |’, seien, in die Theile A, 
und 4, zerlegbar; M2, und %, seien die Koefficientensysteme von A, 
bez. 4,. Die Rangzahlen von Y, Y,, Wf, seien bez. 7, 7,, 7. Bedeutet 
dann G den gréssten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten 
r= Grades yon YW, und haben G, und G, fiir die Systeme A, und Y, 
die analoge Bedeutung, so ist nach 33 (vergl. die Schlussbemerkung) 


(2) G = G,-G. 
Jetzt transformiren wir mittelst einer Substitution (1) die Form 
eessd eee, 


in eine Form Eine! van Ss 

TOAST 
und zwar wihlen wir dabei die Konstanten g, h wieder so, dass G fiir 
1,= 9, 4h nicht Null ist. Die Systeme von A, A,, A, bezeichnen 
wir bez. mit 2, &,, W%. Da G fir 4,=9, 4,=h nicht Null ist, so 
gilt wegen (2) dasselbe von G, und G,. Daher ist durch diese Gleich- 
ungen (1) jedem ET yon % ein ET von Y, aber auch jedem ET von 
%, oder YA, ein ET von W, bez. A, zugeordnet (37). Nun sind aber die 
ET yon %, und &, zusammengenommen gerade die ET von % 
(Theorem V, 34), also sind auch die ET von %, und %, zusammen- 
genommen diejenigen von YM, w.z.b. w. 


39. Es seien nunmehr speciell die Koefficienten der bilinearen 
Form A binire Formen ersten Grades; wir kénnen dann 
(3) ; A = 4, A, + AA, 
setzen, wo A, und A, Formen sind, die nicht von 4,|, abhingen. 
Alsdann stellt A eine Schaar von bilinearen Formen vor (1). Ist die 
Schaar A eine ordinare, so enthilt sie eine endliche Anzahl singulirer 
Formen (10); eine singulére Schaar enthilt lauter singulire Formen. 
Das Formenpaar A,, 4, heisst ein ordinires oder ein singuliares 
Formenpaar, je nachdem |/,A,+ 4,4,|== 0 bez. = 0 ist. 


* Dasselbe ist in einem weit allgemeineren Theoreme enthalten. Vergl. § 18. 
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Es sei nun durch 
(4) B= 16,4, 0D, 
eine zweite Schaar gegeben. Dann heissen die beiden Schaaren A und 
B von bilinearen Formen iquivalent, wenn man A in B durch zwei 
von 4,|4, unabhiingige .Substitutionen P und @ gemiss einer sym- 
bolischen Gleichung B= PA transformiren kann, deren Deter- 
minanten | P| und |@! nicht Null sind. B geht dann in A durch die 
za P und Q inversen Substitutionen P—1, Y—! iiber, die ebenfalls von 
1,|4, unabhiingig sind und nicht verschwindende Determinanten be- 
sitzen. Giebt es Substitutionen mit nicht verschwindender Deter- 
minante, welche eine Form A, in eine Form B, und zugleich eime 
Form A, in eine Form J, transformiren, so heissen die Formen- 
paare A,, A, und B,, B, aquivalent. 

Sind die Schaaren A und B iiquivalent, so giebt es Substitutionen, 
welche jede Form der einen in die entsprechende Form der anderen 
Schaar, die also insbesondere jede der Grundformen der einen Schaar 
in die entsprechende Grundform der anderen Schaar tiberfiihren (36). 
Umegekehrt folet aus 

B,= PA,Q, B,= PA, Q, 
4, B, + 4, By = P(A, 4, + A, As) Q 
oder Bo Pay. 


Giebt es Substitutionen P, Y, wo | P|, | @| nicht Null ist, die A, in 
B, und gleichzeitig A, in 6, transformiren, so sind die Formenschaaren 


4,4,+ 4,4, und 4,8, +1,8, 


fiquivalent. Sind die Formenschaaren A und B dquivalent, so sind es 
auch die Formenpaare A,, A, und 6,, 6, und umgekehrt. 

Sind zwei Schaaren 4,4+4,B und 1,A+4,B Aquivalent, so 
sind die Substitutionen, welche gleichzeitig A in A, 8 in B itiberfiihren, 
rational bestimmbar. Denn sind P, Q zwei Substitutionen der gesuchten 
Art, so hat man (symbolisch) 

| A=PAQ, B=PBQ, 
woraus fiir Q-!1=— R 
AR= PA, BR=Ps5 


folet, sodass, wenn 


A =D aexigs, B = inti, 
A = Dein tiys, B = >/Binaim U.S. W. 


nach (5) in 10 


(j,k =1,2,...n) 


Systeme, deren Elemente biniire Formen gleichen Grades sind. 67 


(5) > Vik = Aik, > Bi Vek = biz 
l i l l 
(i =1,2,...n) 


sein muss. Man hat sonach fiir die 2n? unbekannten Koefficienten 
pix und q;x gerade 2n*® homogene lineare Gleichungen (5). Die Deter- 
minante derselben muss verschwinden, und die willktirlichen Kon- 
stanten, die in die allgemeinste Lisung derselben eingehen, mtissen so 
gewahlt werden kénnen, dass | P|==0, |R|=|=0 ist. Damit ist P 
gefunden, aber auch @, da Q = R-? ist.* 

Eine Formenschaar bildet zusammen mit allen zu ihr ‘iquivalenten 
Schaaren eine Klasse von Formenschaaren (25). Man definirt ferner 
die Begriffe ,,elementare Schaar“, ,reducirte Schaar“ u.s.w. hier 
genau so, wie es am eben citirten Orte bei Formen mit ganzzahligen 
Koefficienten geschah. Analog spricht man von einem ,,elementaren 
Formenpaare“, einem ,reducirten Formenpaare%, u.s.w. 


Aus dem Hauptsatze IJ in 8 oder auch direkt, wie in 24 und 
25, ergiebt sich der Satz: 

2) Sind zwei Formenschaaren A und B dquivalent, so stimmen 
ihre Koefficientensysteme im Range und in den Elementartheilern tiberein. 

Auf Grund dieses Satzes bezeichnet man die ET des Koefficienten- 
systems einer Formenschaar A auch als elementare Invarianten 
der Schaar A (des Formenpaares A, und 4,). Man wird nun sofort 
die Frage aufwerfen, ob sich dieser Satz 12 umkehren liasst. Das ist 
aber nicht allgemein der Fall, sondern nur dann, wenn die Deter- 
minanten | .4| und | B| der Schaaren nicht identisch Null sind; im ent- 
gegengesetzten Falle miissen nicht blos Rangzahlen und HT der Systeme 
von |A| und | B| itibereinstimmen, sondern es miissen noch weitere 
Bedingungen erfiillt sein, damit die Schaaren A und B iAquivalent 
sind ($ 8). Wenden wir uns zunichst zum Falle, wo die Deter- 
minanten der Schaaren A und B micht identisch Null sind und die ET 
dieser Determinanten tibereinstimmen. Da |A| nicht identisch Null ist, 
so kénnen wir die Konstanten g, h in (1), so wihlen, dass | A| fiir 
44= 9. 49 = h, also (oie 
nicht Null ist, was zur Folge hat, dass auch 


|g Bi + hB,| 


nicht verschwindet. Alsdann wird vermége (1) 


* Vergl. Frobenius, Crelle’s Journ. (79) Bd. 86, S. 146 —147. 
; Be 
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1,4Ai+ dy Ay = (GA, + hA,)4 + 9'A, + WA = 1A, + 
1, By, + 1,B, = (9B, + hB)1+ 9 B+ Wi Tig = At gy 
wo die Formen 


gA,thé,=4,, g A +A, = A, 


u.s.w. gesetzt wurden. Die ET von |A| und |B! stimmen nach 
Voraussetzung iiberein, also auch diejenigen von 


|44,+4,| und |4B,+ B,| (87), 


die Determinanten | A,| und |£,| sind nicht Null, also giebt es nach 
36, Theorem VI Substitutionen, deren Koefficienten von 2 nicht ab- 
haingen und deren Determinanten nicht Null sind, die A, Ae 
1B,+ B, tiberfiihren. Durch diese Substitutionen geht also A, in 


B,, A, in B,, mithin die Schaar 

ALA, + at A, 

aB, + at B, 

tiber. Insbesondere geht durch diese Substitutionen 


h' A, —hA, =h(gA,+hA,) — h(g'A, + hA,) = (hg — hg’) A, 


in die Schaar 


in 
h' B, —hB, =h'(gB,+hB,) —h(g B,+9'B,) = (h'g — hg) Ay, 
also A, in JB, tiber; analog zeigt man, dass jene Substitutionen A, 
in B, tiberfiihren. Die Koefficienten dieser Substitutionen hingen nur 
von denen der Formen 4,, 4,, B,, B, und den Konstanten g, g', h,, h’ 
ab; ihre Determinanten sind nicht Null; also sind die Schaaren 
A={j,4,+14,4, und B=i1,B,+4,B, 
iquivalent, w.z. b. w. 
Wir wollen das erlangte Resultat in dem Satze zusammenfassen: 
VIII. Zwei Formenschaaren, deren Determinanten nicht 
identisch Null sind, sind dann und nur dann Aqui- 
valent, wenn die Determinanten der beiden Schaaren 
in ihren Elementartheilern tibereinstimmen. 


Dieses Theorem hat zuerst Weierstrass, nur in etwas anderer 
Form, aufgestellt in seiner fiir unsere ganze Theorie grundlegenden 
Arbeit: ,,Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen.“* 

Bezeichnen wir den gréssten gemeinschaftlichen Theiler aller 
Subdeterminanten o*" Grades von |A| (von | B)) mit DOD), so ist 


* BM 1868, S.312—314 (Ges. W. Bd. II, 8. 2i--22). Vergl. auch die S. 60— 61 
citirte Literatur. 
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nach dem Theoreme VIII die nothwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Aequivalenz der Schaaren A und B, dass De mit Db fiir 
oe =1, 2,...m tibereinstimmt. Nun kénnen ies Do und Do auf 
rationalem Wege ermittelt werden (36, 39), also kann iiber die ‘Aequi- 
valenz zweier Formenschaaren auf rationalem Wege entschieden werden, 
und die Substitutionen, welche eine Schaar in eine &quivalente tiber- 
fiihren, kénnen durch alleinige Anwendung rationaler Operationen ge- 
funden werden (siehe oben). Nirgends treten die (einfachen) ET, die 
im Allgemeinen irrational sein werden, wirklich explicite auf. Unser 
Beweis dafiir, dass die Uebereinstimmung der ET von | A| und | B| 
die Aequivalenz von A und B zur Folge hat, basirt eben auf der 
Kronecker’schen Reduktion einer Form (28, 34), die rational aus- 
gefiihrt wird, und die zu einer Form fiihrt, in welcher nur die 
zusammengesetzten ET als Koefficienten auftreten. Dagegen bentitzt 
Weierstrass bei seinem Beweise eine reducirte Form einer Schaar, 
welche die Zerlegung der Determinante der Schaar in ihre einfachen ET 
nothwendig macht. Indem wir nunmehr auf diese ausserordentlich 
wichtige Weierstrass’sche Reduktion einer ordiniren Schaar von 
bilinearen Formen néher eingehen, werden wir zugleich einen zweiten 
Beweis unseres Theorems VIII gewinnen. 


§ 6. Reduktion einer ordiniren Schaar von bilinearen Formen 
nach Weierstrass.* 


a) Vorlaufige Umformung der Schaar und die Jacobi’sche 
Transformation. 


40. Es seien die bilinearen Formen 


A = Samy, B = bin ais (¢, kh =1, 2,...n) 


die Grundformen einer Schaar 2,4 + 4,6, und zwar seien die Deter- 
minanten von A und B nicht beide Null, also sei etwa |A| von Null 
yerschieden. Wir verstehen unter 4 eine willkiirliche Veriinderliche 


und setzen OR aE 
C = Saiaiys (¢,kh—1,2,...0)3 


es ist also 
Cix = 10x — Oi: 


und die Determinante 


* Vergl. zu diesem Paragraphen die zuletzt citirte Arbeit von Weierstrass: 
BM 1868, S. 310 —338 (Ges. W. Bd. II, S. 19 —44). 
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Ady, — bi, Me gan Ne A isi Din 
|O|=|24 — B|= 


Ait Dales as Aann— Oan | 
von C verschwindet nicht identisch, da | A |=|= 0 ist. Wir wollen diese 
Determinante kurz mit S bezeichnen. Die Wurzeln der Gleichung 

S=0, 

die simmtlich endlich sind, wollen wir mit 

Cra Ceara 
bezeichnen, wo h<n ist. Sei c.=c eine dieser Wurzeln und der 
Exponent der héchsten Potenz, zu welcher erhoben der lineare Theiler 
2—c von S in allen Subdeterminanten (2 — x)** Ordnung von S auf- 
tritt, gleich U,(x=0,1,...%—1, ,—1). Setzen wir dann 
(1) ype (4 =1, 2,0. nz; =), 
so sind die Potenzen 

(A —c)%, (A—c)®,...(4 — ec) 
von 4—c, deren Exponenten nicht Null sind, die simmtlichen zur 
Basis 4—¢ gehérigen ET von S (4); es ist 
Qe: tet---+e=l. 

Nunmehr bezeichnen wir die Adjunkte des Elementes ¢;, im 
Systeme von S mit S;,, ferner diejenige Determinante ( — x)** Ord- 
nung, deren System aus demjenigen von S durch Weglassen der x 
ersten Zeilen und Spalten hervorgeht, mit S“,* endlich bedeute 

1989 
die Determinante (m — x —1)*™ Ordnung, deren System aus dem yon 
S® dadurch hervorgeht, dass man die (¢ — x)** Zeile und die (k—x)t 
Spalte wegliisst. Dabei muss natiirlich ¢>x, k > x sein; ist 7 oder k 
kleiner oder gleich x, so denken wir uns S‘ = 0 gesetzt. 

Zunichst erkennt man, dass 
(2) sv? = se 
ist. Ferner bestehen nach der Determinantentheorie die Gleichungen 

Dad Six — Sit Suze = S Sik, 
Sx Six — Siz Sze = S' Sih, 


th eer wt " we 
N a 
S33 Six — Sis Ssx = S" Six, 


(3) 


Sin Ste” — Sin Sex? = S°~ SI, 


wo Gite = §™ —1 gu setzen ist. 


* Es ist S°=S, SQ)= 8’, S@)=8",... zu setzen. 


Reduktion einer Formenschaar nach Weierstrass. ral 


Wir diirfen die Annahme machen, dass in der Determinante S 
die mit S', §”,...S@—1 )bezeichneten Subdeterminanten alle in Be- 
zug auf den linearen Theiler 2—c reguliir (5) sind. Da niimlich 
S==0, also regulir ist, so enthiilt es nach Satz 1) in 5 mindestens 
eine reguliire Subdeterminante (x — 1)" Grades, die wir durch Reihen- 
vertauschung an die Stelle von S’ bringen, falls dieses nicht schon 
reguliir war;* nun enthilt S’ nach Satz 1) wieder mindestens eine 
regulire Subdeterminante (2 — 2)" Grades, u.s.w. Man kann also 
durch blosse Reihenvertauschung [Elementartransformationen b) in 27] 
bewirken, oder anders ausgedriickt, wir-konnen in A und B und da- 
mit in C eine solche Anordnung der Variabelen x; und y; zu Grunde 
legen, dass die mit S', S",... bezeichneten Subdeterminanten von S alle 
in Bezug auf den betrachteten Linearfaktor 1 —c von S regular sind. 

Dass bei dieser vorldufigen Umformung siimmtliche ET von S 
ungeiindert bleiben, braucht wohl kaum bemerkt zu werden (27). 

Al. Da die Determinanten S, S', S”,... alle regular sind, wie 
wir voraussetzen diirfen, so ist keine derselben identisch Null, wir 
kénnen daher aus (3) die Gleichungen 


Siz Si, S515 
S Sim tome ea? 
S; k . oe Se Sp k 


SU 4 7 Ris ? 

yf wy Laas 
(4) Six Six Sis Sx 

7 gi g7 gm ? 


Ae Sy eee 
Sey — Se + —Se—y SH 


folgern, wobei wegen (2) 
S7=—S') Sa = 8",.. 
gesetzt werden konnte. Durch Addition ergiebt sich aber aus (4) 


= Six Si1Sy% Sia 5h 5:3 Si Sars, ope 
(5) Sor ais Ss gir + gngm t+ + Sema se 


Ist i<k(k <7), so besteht die rechte Seite dieser Gleichung aus 
einer Summe von i(k) Gliedern, deren Bildungsgesetz man leicht er- 
kennt. Jetzt multipliziren wir (5) rechts und links mit uv; und 
summiren tiber 7, k. Dann erhalten wir 


* Vergl. den Anfang von 7. 
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Six XUN ax ae CAG X() Y() 
(6) Dp mm = ggr t+ gg arg TSG Se)’ 
pale 2, oD), 
wenn wir 
X! =8,, Uy + Spo Uo + Sigg +--+ + Sinth, 
f 
XK" = Sooty + Sogu;-+ +++ + Sontn, 
7 ! i 
@) x" = Ssguty +--+ + S3nta, 
XMS yl Pr eee eS ey 
und 
XY" = 84,0, + Sor + 851% + +++ + Snr tn, 
y i f 
Y" = — + Sav, + Stovg+ +--+ Snoen, 
" tl 
(8) y" = Ss3 Ug-+ +++ + Sasa, 
Ve ee ee Be. 28" NS ares 


setzen. Die durch (6) gegebene Umformung einer bilinearen Form 
> Senter: (@, B=1, 2,...n) 


bezeichnet man als die Jacobi’sche Transformation der Form.* 
Die hier entwickelte Methode gab Weierstrass l.c. an. 


Ska 
b) Die Zerlegung von > avi in Partialbriiche. 


42, Auf der linken Seite der Gleichung (6) steht die zur Form 


C= > Cin Vi Ye 


reciproke Form C—! (12); C1 ist eine rationale echt gebrochene 
Funktion der Verinderlichen 4 und soll als solche in Partialbriiche zer- 
legt werden. Uns interessiren zuniichst nur die Glieder der Zerlegung, 
in deren Nennern Potenzen des Linearfaktors 4—c von S stehen. 
Anstatt nun dieselben direkt aus C—1! zu berechnen, benutzen wir die 
Gleichung (6) und zerlegen jedes Glied der rechts stehenden Summe 
in Bezug auf 4 —c in Partialbriiche und fassen dann die Glieder, in 
deren Nennern gleichhohe Potenzen von 2 —c stehen, zusammen. Um 
nun das Glied 


* Vergl. Jacobi, Crelle’s Journ. (57) Bd. 58, S. 265. 
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X (%) ¥ (4) 

Se-)S@ ’ 
wo x eine der Zahlen 1, 2,...m bedeutet, und X®= X', XQ = X", 
u.s.w. zu setzen ist, in Partialbriiche zu zerlegen, verfahren wir wie 


folgt: 
Wir wissen, dass S*—)§® den Faktor 2 —c genau zur Potenz 


ered == ly 
enthalt, da die Determinanten S*—1!) und S® in Bezug auf 24—c 
regulir sind (40). Also ist M, 
VS¢-18©@. 1 


Oa 
eine Funktion von 4, die fir 4=c nicht Null wird; wir kénnen 
daher in der Umgebung der Stelle 4 =¢ sowohl . 
Xo, 
Q” 
Y(@) 
@ 


in eine unendliche Reihe nach steigenden Potenzen von 4—e ent- 
wickeln.* Nun sind aber X® und Y™ bei unbestimmten Werthen von 


als auch 


Pepa sip er Ur UNS * BY, Pe ere Oe 
durch die /,*° Potenz von 2 —c und keine hohere theilbar, da S™ = S%—) 
in (7) und (8) regular ist. Die Entwickelungen von 


X (4) ina Y (4) 
Q Q 
haben demnach folgende Gestalt: 


* Zerlegt man Q* irgendwie in Faktoren p, q derart, dass sich p und q in 
der Umgebung der Stelle 2=c¢ nach steigenden Potenzen von 4—e entwickeln 


x) eS x” 


lassen, so gilt das Gleiche von » sowie von 


XOYO ZXOy! 


9 ? 


pg Q? 
Xora ; : 
und man erhalt schliesslich fiir eg) eine Entwickelung von der Ge- 
stalt (12). Wenn oben speciell 
(DE HY) 


gewihlt wurde, so geschah dies mit Riicksicht auf die Ausfiihrungen in § 10 
dieses Buches. 


74 g6, 42. 
X (4) 


(9) O = (A —c)*[X,04+ (A—0) Xu. + (A —c)?X,2+---], 
i) =(4—6)*([Ywtd4—-OY¥nt+—o?¥e2+-:'], 


wo die X,,, Y,, von der Form 


Kyu = Tae (Conus +e) +Cnupta) w=, 1,.-., 


an) ; 
D hor a Wore (Dee = =a + Dnzv0n) Vi 0, i pes 


sind; C, und die Koefficienten von u,,...W, und v,,... Up in (11) 
sind ganze Funktionen von ¢ und den Koefficienten der Formen 4 
und Bb. 
Aus (9) und (10) folgt aber durch Multiplikation, wenn wir fiir 
@ wieder seinen Werth einsetzen, 
x y™) C= ox 
se) g@) - (A—ofe—-1 tx 


[Xxo af (A Pra Cyto SS +e] 


[ Yo Are (A ae 2) bes <s +e] 
oder mit Riicksicht auf (1) 


(4) yp) 
Saag — Gray Reo + G2) Kat Pot A= 9) Yar 
(12) = wane [44+ Z,4—eO)4+4,40—07?4+--] 
Z, pa ae 


~ (se Q—ox—t Pos eieh eae + Z,,t0055 


die x ersten rechtsstehenden Glieder sind der Beitrag, welchen 


x yo 

 g@—) g&) 
bet der Partialbruchzerlegung in Bezug auf den Linearfaktor 4—c liefert, 
wie sich aus den bekannten Regeln tiber die Partialbruchzerlegung un- 
mittelbar ergiebt. Fiir uns kommen nur die Koefficienten von 4—! und 
A4—* in Betracht. Wir bezeichnen dieselben mit F), bez. G,. Dann ist 


FP, = Ze -1, Gy = Z.,—2 
oder, wie sich durch Ausmultipliziren des Produktes in (12) ergiebt, 
=X 0 Ve, eit Xeni Vy, g 9 eee eet x09 
= Xyo Yeie,—2 > Axa Vege eee ee 24x0- 


ey — 4 


[B 
(13) | Gs 

Fir e,=1 ist G,—=O zu setzen; ist e,—0, so sind natirlich 
FF, und G, Null. Wir setzen jetzt mit Weierstrass 
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=—e—1 
14 D. Sap xe © xe a. ye ); 
(14) > iY, (x, ¥,) Bv—O1y...€— 17" 
dann schreibt sich (13) kurz, 
{ FF, aes CxS VEINS 


(15) i G, = (Xx, ya ere 


nach Obigem ist 
wena 


zu setzen. Bezeichnen wir jetzt die Koefficienten von (A —c)—! und 
(4 — e)—* in der Partialbruchentwickelung“von C—1 mit I’ bez. G, so 
ist wegen (6) und (15) 


| ee ee te Ye, 
| @=6,46,4--+6.= (GY), 
Ist k eine der Zahlen 1, 2,...” und e,>0, aber e41 = 0, so ist 


2 2, 


(16) (foal, 2a we 


Ceti = &42= =e = 0 


nach 6, Gleich. (16). Daher ist 


= SB op eay 
(17) 2 sort ag OP DIE OY 
G —>(% Yee 21 


Wir fassen das erlangte Resultat nochmals zusammen: Dive 
Koefficienten von (4 — c)—* und (2 — ¢)—? in der Partialbruchzerlegung 
von C—1 in Bezug auf einen bestimmten Linearfaktor 4 —c¢ von S sind 
durch IF und G in (17) gegeben; dabei bedeuten 

C1, Capers ga 
die Exponenten der stimmtlichen zur Basis 1—e gehorien ET von S. 
In F und G treten die linearen homogenen Funktionen 
Kio, Xir,---X1,4-13 Xoo, Xa1,--- Xz, e135 -- 3 
Xi, Xx, ose BCs) 
TOM U,, My,.-- U, und 
Yio, Yusy--- Ys,q—15 Voor Yory--- Y2,4—-15-- +3 
Yx0, Yui, 2 <6 Veet 
VON V,, U;,---U, auf. Die Anzahl der Ausdriicke X,, in F' und Y,, 
in G ist bez. gleich (40) 
(18) Etete- +taRHl. 


76 § 6, 43. 


43. Waren in der Determinante S die Subdeterminanten S’, S"... 
urspriinglich nicht sammtlich regular in Bezug auf 4—c, wie es im 
Allgemeinen der Fall sein wird, so hatten wir uns C durch lineare 
Substitutionen einfachster Art, die mit Vertauschungen der Variabelen 
x; bez. y; gleichbedeutend waren, schon passend umgeformt gedacht, 
ehe wir die weiteren Entwickelungen in 4] und 42 vornahmen. Geht 
nun allgemein die bilineare Form C durch die linearen Substitutionen 


t= C1; Hy + 2; Ly ped OniX, 
Yi= Bir Y, + BioYg +++: + Biny, 
deren Determinanten nicht verschwinden und deren Koefficienten nicht 


von 4 abhingen, in die Form C iiber, bedeutet S die Determinante 
von C, u.s.w., so ist fiir 


(19) 


(20) 
bekanntlich: 
(21) i, ye u,v} (1,4 = 1,2,...%); 


die Wurzeln yon S=0 und S=0 stimmen iiberein, desgleichen die 
Zahlen 1, und J,, e, und @, (Satz 9 in 26, 34). Wird nun insbesondere 
durch die Substitutionen (19) die Recuiaaiet der Determinanten 
&, Si... in § in Bez. auf einen bestimmten linearen Theiler 2 —c 
von S on, , so kénnen wir die Jacobi’sche Transformation anwenden 
und darauf die Partialbruchzerlegung in Bez. auf 2 —c¢ vornehmen, wie 
es in 4)—42 angegeben wurde. Indem wir dann wieder die uw, v' 
durch die wu; bez. v; ausdrticken, erhalten wir wegen (21) die Partial: 
bruchzerlegung von iS 


> G@, k=1, 2,...%) 


(4 =1,2,...m) 


| Uy = Ci Uy + Oj 9Ug +++ + Olin Un 
0; = Bre, + Bas, +--+ Bai On 


in Bezug auf den Theiler 24—c von S. Es wird 


(22) I woe 


wo fF’ und G durch (14) und (17) definirt sind und nach (11) die 
Xyu, Y,, Ausdriicke von der Form 


1 
23) Xow = yee enth + Canute bo + Cun te); 
2 1 
Vey = 76 ier Di Dose Us i sal ae Dees tn) 


sind; C, und die Koefficienten der Veriinderlichen wu; und 2; in (23) 
sind ganze Funktionen von c, der Koefficienten der Formen A und B 
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und der Substitutionskoefficienten @;, und B;,. Unter H ist die Ge- 
sammtheit der nicht auf den Theiler 4 —c beztiglichen Glieder der 
Partialbruchentwickelung zu verstehen. 


Da wir die Regularitit von 8’, S",... durch Elementartransfor- 
mationen b) in 27 erzielen konnten, so sind die «;, und B;, hier nur 
Zahlen ,,Null“ oder ,,Hins“, und von den Koefficienten der wu; und 2; 
in (23) sind je x —1 Sttick nach (11) gleich Null; d. h. die Ausdriicke 
Xu, Y,, haben zwar die in (11) angegebene Gestalt, aber die w; bez. 
v; werden im Allgemeinen unter sich vertauscht sein. Wir haben, 
anders ausgedriickt, in den gegebenen Hormen A und B die Ver- 
finderlichen 2;, y; in bestimmter Weise zu vertauschen, die Ent- 
wickelungen genau wie in 40—42 vorzunehmen und am Schlusse 
in den X,,, Y,, eime der Vertauschung der Variabelen x; und y; ent- 
sprechende Vertauschung der wu; bez. v; eintreten zu lassen. Wir haben 
vorstehend die Partialbruchzerlegung von C—? fiir eine bestommte Wurzel 
€=¢ von SO durchgefiihrt. Um anzudeuten, dass sich diese Ent- 
wickelungen auf die Wurzel ¢, beziehen, denken wir uns in ihnen ¢=¢, 
und l,, e,, k, F, G u.s.w. mit einem oberen Index 0 versehen, also 
U) & u.s.w. geschrieben. Es ist wegen (18) 


(@) (g) Mes ©) Se 
ef) + ele) + + ee) l 


und (40) yi a eee 
Im Allgemeinen wird jede Wurzel von S = 0 eime besondere Anordnung 
der Veriinderlichen x; und y;, und damit auch der Veranderlichen 4; 
und »;, erfordern (43, Schluss); daher werden auch die im Vorher- 
gehenden mit S’, S",... bezeichneten Determinanten im Allgemeinen 
fiir die verschiedenen Wurzeln verschieden sein. Unseren jetzt ein- 
gefiihrten Bezeichnungen gemiss haben wir nunmehr fiir C—' eine 
Partialbruchzerlegung von der Gestalt 
_ Si, Uy 0; : Ga F' G" iF" iN 
Re i atone) Gas aaa) 
Gh) Eh) 
ala G—e,)* a (4—¢,) 
wo nach (16) und (17) 
| FO = FO 4 POLL Fe => X@) YO) £0), 
| G@= fe Opaey Cie se Gey = XO YO) 04 


ist, und x =1, 2,...4@, @=1,2,...h zu setzen ist. 


? 


(25) 
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c) Die Entwickelung von C~—' nach fallenden Potenzen von /. 


44, Aus Gleichung (24) ergiebt sich eine Entwickelung von C—* 
nach fallenden Potenzen von 2; gerade diese Entwickelung ist fiir 
uns wichtig. Man hat nimlich 


Fo BO, FO 
i= Oa eee ah 
(9) 1(Q) 
mae lee ay 
also G—e,)’ 22 
S., F's RF". FO ©F ay Sees Fly G yy L(G, FM 14. GM) 
(26) >) Ra A oF 12 
th Ag 
1 
Setzt man in den Koefficienten von x und —. fir 


F', F"",... FO, @, 6"... Ge 


ihre durch (25) gegebenen Werthe ein, so erkennt man, dass in ihnen 


(27) Ut Ut... +1M=n 
lneare Formen X o) VON U,, Us)... W%, und ebensoviele lineare Formen 
Y® von v,, %),...U, auftreten (42, Schluss). Die sémmtlichen ET 


von S sind durch die Potenzen 


A—«a)%, A—G)%,... A—e)e; A—G)1, A—e,)%,... 2 — 6)%"3 


‘ a) (A—¢, a”) wl. e). 5 A= OY 0) 
gegeben; es sind 


ki 4- kl"... 4+ 5O = m 


Stiick; ferner ist die Summe der Exponenten dieser Potenzen gleich n (43). 
Nun lisst sich aber die Bezeichnung bedeutend vereinfachen. Es 
seien, in irgend einer Reihenfolge geschrieben, 


(A—¢)%, (A—@)%, (A—G)*,... (4 —6m)%m 
die eben aufgefiihrten siimmtlichen ET von S, wobei 
(28) e+ @t:-+ ten =n 


ist; die c, brauchen natiirlich nicht alle gleich zu sein, sie werden 
eben nur mit verschiedenen Buchstaben bezeichnet. Dann kénnen wir 


fiir ae i 
BE’ B+ et BO = OGY.) Ge ay 
(A) 
*x=k 


+ SK YP). 


kurz Baal 


Reduktion einer Formenschaar nach Weierstrass. 79 


SEXY = 
PACT OF (o—=1, 2,5...) 


schreiben. Denn ist etwa ° 
e(@ 
(A — GJ = (A—Cu)’, 
so wird 
7 (0) pW)» (0 7(0) y7(@) 
(KP Y),0 = (XP YM,,; 
schreiben wir nun auf der rechten Seite der letzten Gleichung o fiir x, 
so wird der obere Index @ iiberfliissig, da die vermége der Bedeutung 
des Zeichens (x? Ye), zu jedem einzelnen ET gehorigen Xo,, Yor 
nunmehr durch den yorderen unteren Index o gekennzeichnet sind. 


o 


Wir kénnen ferner jetzt analog ‘ 
¢, F'+¢F"+---+6F => '60(Xo nee) 
GILG" E GO = SK Yoleg—s (6 =1,2,...m) 
setzen, sodass schlesslich 


2 (Xo Yoa)e 2 Co (Xo ole 7 Pa (Xo Yo)e, —1 
; 0 xe oO " 2 = 


(29) = 


wird, wo g=1,2,...m zu nehmen ist. Die linearen Formen Xo,, Yor 
yon , 

en he totem. DOLE. Up eO sit £0 a 
sind jetzt , 
X10, Xu, tee Xy, es X29, X21, tee Davans say 


xn On m1y+++ Xm, em—1, 
fe le te ° A 
Y 10; Vash sg Tg, Yo0, Yor tact ote 2a 
Va 
eye Ne ee Ber —1- 


+ “mm 
Es sind 
QE tegt s+ + en = Nn 


Formen X,, und ebensoviele Formen Yo,, wie wir schon oben sahen. 

45. Von nun an verstehen wir unter den X,, diejenigen linearen 
Formen der Verinderlichen 2,, 7, ...2,, welche aus den bisherigen X,,, 
dadurch hervorgehen, dass in ihnen 


CA 0A CA 
(30) Napa oc i a ae 


gesetzt wird, unter Y,, diejenigen linearen Formen der y,, %,.-- Yn, 
welche aus den seitherigen Y,, dadurch hervorgehen, dass in ihnen 


0A OA OA 
(OL) eer oe eS oe 


n 


gesetzt wird; dann werden nach (23) die Xo,, Yo» von der Gestalt 
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Xou = a ee (Cea ape, a a ly TNO Bie Ch oun)» 
(32) 
Yo ie VG, TaD Dh ae, a he 2 te ede 


wo Os, Cfon, Dis» @=1;,2,...m”) ganze Funktionen von cs und von 
den Koefficienten a,;, und 6,; sind. 


Geht die Form > Sixt vo, (¢,%=1,2,...m) durch die Sub- 


stitutionen (30) und (31) in eine bilineare Form der «;, y,, die mit 
®(xy) bezeichnet wird, iiber, so ist nach (29) 


: ® 2 Xi a) e,, 2, (XV Je, +2(X,¥,), 
G3) 2 ss $A 


(cy) 


Nun werden wir sofort —g— aber noch auf eine zweite Art nach 


fallenden Potenzen von A entwickeln. Fihrt man in 


C4 Cig am Cin Uy 


Co4 Cy9 <8) Con i) 


>) Six te 0: = =a 


Cni€n2-+-+Cnan Un 


Uy Ug... Uy O 


die Substitutionen (30) und (31) aus und multiplizirt rechts und links 
mit 4’, so kommt zunichst 


oA 
Cy Cin 5 
VO(xey) = — ‘ A 
( y) Cni+-+ Cnn 42 
oO n 
dA didianh 
OY, e alKe oy, 


Nun multiplizire man die ersten m Zeilen vorstehender Determinante 
der Reihe nach mit 2,, x,,...@, und subtrahire sie bez. von der letzten 
Zeile; in der so erhaltenen Determinante multiplizire man die m ersten 
Spalten der Reihe nach mit y,, y,,... Yn und subtrahire sie bez. von 
der letzten Spalte; dann wird, da 


; Cin = AG; % — Dix 
ist, 
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OA 
AQy, — Oy, - + Adin —bin Az 
MO(ey) ==} 
AQn1 Dn oA Gana Onn Woe 
OB eB 7 
oo oa ee | 
OB 
Aa b - Adin — Oin a 
11 11 1 1 Ox, 
=F OB 
AQn1— bn POPS as 0x, 
OB OB 
ee ce 7 ayy ae 2: 


Daraus folot ’ 
5D eee ee aa 


wo es auf die nihere Bestimmung der Koefficienten D, D',... nicht 
ankommt, und weiterhin 

co) Jaf ID) sab! 
(34) os oo: atEt yet 


und somit haben wir in der That eine zweite Entwickelung von 
nach falienden Potenzen von 24 gewonnen. 


O (xy) 
iS 


d) Die Weierstrass’sche reducirte Formenschaar. 
46. Nunmehr gelangen wir rasch ans Ziel. Vergleicht man 


nimlich die beiden Entwickelungen (33) und (34) von ey 
giebt sich sofort 


A ae Voi: 
B = tol Xo Y.):,-+ > & Ge 


die n linearen Formen Xo, der x1, %,.--Xn, ebenso die n linearen 
Formen You der yyy Yo)-+- Yn, welche in A und B auftreten (44), sind 
unabhiingig von einander. Betrachtet man nimlich A als bilineare Form 
der 2m Veranderlichen X,,, Yo», so werde dieselbe mit A bezeichnet. 
Dann ist fiir utv=—e,—1 
OA aA a 
Oxy. Yor, OY teas Xow, ORE OL 5, 1, 

lAj=1. 


Muth, Elementartheiler. 6 


» SO er- 


(35) (= 1525.20); 


also ist 


82 § 6, 46—47. 


Nun geht aber A in A durch die linearen Substitutionen (32) tiber; 
daher ist nach Il, 2) 
| A |= det. der X,,-1-det. der Yo; 


da aber nach Voraussetzung | A|=|= 0 ist (40), so kann nach der letzten 
Gleichung weder die Determinante der m» linearen Formen X,, der 
X14, %q)--. 4% noch diejenige der m linearen Formen Yo, der yy, %,--- Yn 
Null sein, w.z.b.w.— Man kann also auch umgekehrt die 2,, 2%,... ®» 
durch die X,,, die ¥,, Y%,---Y, durch die Y,, ausdriicken, d.h. aus 
(32) folgen Gleichungen von der Form 


'" r = © ; 

Ags = Clon Xo is mee ie 
, ? o] ew, Oo 

Yi = >Dier ay vy (2 8] 


Das erlangte Resultat kénnen wir folgendermassen aussprechen: Sind 
A und B zwei bilineare Formen von je 2n Variabelen, von denen die 
erste eine nicht verschwindende Determinante besitzt, sind ferner 


(A—G)4, (A—G)*,...A—en)m (m<n) 


(36) 
yee sgl 


die simmtlichen Elementartheiler der Determinante 
|AA — BI, 


so konnen durch lineare Substitutionen (86), deren Determinanten nicht 
Null sind, die Formen A und B gleichzeitig bez. in die bilinearen Formen 


A= >'(XoYa)eg 
Be ie he 
BSC ea ar aa - 


von je 2n Veritinderlichen Xou, Yor transformirt werden, wo 


etal — oe lee ge ae 
( eo De ou ghee ees 


COV 


zu nehmen ist, wenn €5 = 1 ist. 


(37) 


definirt ist, und 


47. Wir lassen jetzt die Voraussetzung, dass die Determinanten 
beider Grundformen der zu reducirenden Schaar 2,4 -+2,B von Null 
verschieden sind, fallen und nehmen blos an, dass die Determinante der 
Schaar nicht identisch Null ist. Die simmtlichen ET der Determinante 

[4,4 + 2, B| 


der Schaar seien, in irgend einer Reihenfolge geschrieben, 
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(M4, + By Ag)", (Gy Ay + by Ay), -- - (may + Dndg) 
wo m <n ist. 
Wir fiihren nun mittelst einer Substitution 
(38) 4, =gi—g', A4,=ha—h', 
wo g Nees g' h 
nicht Null sein soll, statt der Verinderlichen 4,|4, einen Parameter 4 
ein (vergl. 37). Dann wird 


4,A+14,B=(9A+hB)i—('A4t h'B)=1A-—B, 


wo A 
A=gA+thbB, 
ee B=g'A+h'B. 
Wahlen wir dabei g|h so, dass 
IgA +hB|--0 


ist, so ist durch (38) jedem ET (a4, + 0,4.) von |4,4+ A, B| ein ET 
[og + boh)& —Gog'+ doh!) 


von |ZA — B| zugeordnet (37). Die Konstanten g, g', h, h' kénnen 
und wollen wir so wihlen, dass 


(40) gh'—g'h=1 


ist. Da es ferner nur auf das Verhiltniss der Koefficienten a,|b, an- 
kommt, so kénnen wir a,|b, so bestimmen, dass 


(41) AJ a bh = il 


ist. Denn wir haben a,g + doh == 0 vorausgesetzt; es sei also 


aog + bah = p, 
wo p==0 ist. Dann wird 


Qs b, h 1 

Dp? oe p tae) 
und wir brauchen daher nur fiir a, und “2 fiir bs zu nehmen, um 
das Gewiinschte zu erreichen. — Dadurch wird einfach 

Agh, + Doha =A — (Aog' + bch!) = 4 — Co, 
wenn 
(42) agg’ + Boh! = bs 
gesetzt wird. Die simmtlichen ET von |4A—B| sind alsdann (37) 
Ge) UG)% «(4 = Gn)3 


| A| ist nicht Null, also kénnen wir nach 46 A und B in 
6* 


84 § 6, 47. 


A= GY), 
B a > (Xe Va )ey + >\(Ko Xe) 4 


umformen (vergl. Formel (35) oben), wo die Xo, (Yo) » unabhangige 
lineare Formen der 2; (y;) sind von der Gestalt (32); in letzteren 
Formeln sind O,, Cron, Disy @=1, 2,...”) ganze Funktionen von 
Cs und yon den Koefficienten yon A und B, mithin auch wegen (42) 
und (39) ganze Funktionen von a,|b, und den Koefficienten von A 
und B. 

Aus (39) folgt aber mit Riicksicht auf (40) und (42) 


A= WA—hB= S\(l'— hee) (Xa¥o)eg — > (Ke 1 ae, 
=—g A+ gB= S\ge—9') (Xo Yo)eg +9 > (Ko Yo)eg—1 
aus (40), (41) und (42) ferner 


ag =h' —cegh, bo = Cog — Q', 


(43) (otal, Scvum) 


sodass schliesslich 


A 40 (Xo Yo)., —h > (& bo phar 
Bim >be (Xo Yo), +9 > Ke Yo )eg—1 


wird. Daher haben wir folgendes Resultat erzielt: 


(44) 


Ist die Determinante einer Formenschaar 
hig: N AOS INN Fs 


deren Grundformen von je 2n Variabelen x; und y; abhingen, nicht 
identisch Null, sind, in irgend einer Rethenfolge geschrieben, 


(aod, + By dy)* (om ty 2...) 


thre stimmtlichen ET, so giebt es lineare Substitutionen mit nicht ver- 
schwindenden Determinanten und von A,|4. unabhdngigen Koefficienten, 
welche A und B gleichzeitig in 


A= > 40(Xo Ya)e,—h > Yo 
B= ee (Xo Vo), +9 > Xe Yo)eg—4 


transformiren, wo die Konstanten g|h willkiirlich, aber so gewdhit sind, 


/ (45) (6 = 1, 2,...m) 


sass 9A +hB| 
nicht Null ist, und die ag|bg der Gleichung 
dog + bh =1 


entsprechend gewdhlt sind. 
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Die Schaar 1,A + A,B ist zerlegbar; ihre einzelnen Theile 
A, [Qo (Xo Yo) ccm h (Xo Y,) eg—1] + dg [bo( Xo Yo)e, ra g (Xo Yo) éo—1] 


sind, wie wir sehen werden (48), irreducibel; daher ist die Schaar 
4,A+4,B eine in lauter elementare Schaaren zerlegbare oder eine 
reducirte Formenschaar, wir haben die gegebene Schaar 4,A + 1,B in 
eine Aquivalente reducirte Schaar 4,A + 4,B tibergefiihrt oder, ktirzer 
gesagt, die Reduktion einer Formenschaar wirklich Asean! (39), 
allerdings wnter der Voraussetzung, dass die Schaar nicht singuldr ist. 

Ist von den Determinanten |.A| und eS eine, etwa | A| nicht Null, 
so kénnen wir vorstehend 
g=1, h=0, g'=0, h’=1, aa=1, bo 65, 4,4, 4 = —1 
setzen, wodurch unser allgemeineres Resultat wieder in das speciellere 
in (46) tibergeht. 

‘Stimmen fiir zwei nicht singulire Schaaren die ET ihrer De- 
terminanten tiberein, so kénnen wir jede derselben in eine und dieselbe 
fiquivalente reducirte Formenschaar iiberfiihren. Daher sind dann die 
beiden Schaaren unter sich fquivalent. Auf diese Weise hat Weierstrass 
sein bertihmtes Theorem VIII (in 39) iiber die Aequivalenz nicht singulirer 
Schaaren zuerst bewiesen. 


§ 7. Formenschaaren, deren Determinanten vorgeschriebene 
Elementartheiler besitzen. 


48. Wir wollen nun ein Theorem beweisen, welches fiir die Theorie 
der gleichzeitigen linearen Transformation zweier bilinearen Formen 
auf eine einfache (kanonische, Normal-) Form von fundamentaler 
Bedeutung ist. Im letzten Paragraphen haben wir eine derartige 
Transformation der bilinearen Formen A und B von je 2n Ver- 
inderlichen z;,y; in die bilinearen Formen A, B von je 2” Veranderlichen 
Xou, Yo, ausgefiihrt [vergl. die Gleich. (45)]. Diese letzteren Formen 
A und B sind vollstiindig bestimmt, sobald man die ET von |4,A + A, B| 
kennt und g|f passend gewahlt hat. Nun entsteht die umgekehrte 
Frage, ob die bilinearen Formen A und B, wenn man in ihnen, bei 
gegebenem m, die Zahlen e,, €&,...@m, die Konstanten a,, a,... An, 
b,, b2,--- 0m und g|h den Bedingungen 


Ete te ten=n, 
gas thbs=1 (6 =1,2,...m) 
gemiss, im Uebrigen aber ganz willkiirlich wahlt, so beschaffen sind, 
dass die Determinante 


gerade die ET 


|a,A + 4,B| 


86 § 7, 48. 


(gdp gl, ot Woe, 250.72 0) 
besitzt, oder ob es, kurz gesagt, Formenschaaren giebt, deren Deter- 
minanten vorgeschriebene ET besitzen. Dies ist in der That der 
Fall und sehr einfach nachzuweisen, Wir beweisen also das folgende 
Theorem von Weierstrass*: 


IX. Wahlt man in 
A = 0 (xr h>\(Xo Ys 
B= S)bo(Xe Yo)eg + 9 >(Xe Yo)eg—1 


die positiven ganzen Zahlen ¢,, @,...é€, und die Kon- 
stanten dg, bs, g, h willkiirlich, aber so, dass bei ge- 
gebenem 


(1) (6 =1,2,...m) 


Qt tess + en =n 
94o+ hbe 
nicht Null ist, setzt in (1) ferner (X, Y.).,_1=0 fir 
€s=1, so besitzt die Determinante |4,A+4,B| der von 
2n Variabelen X,,, Yo, abhangigen Schaar 2,A+4,B 
die Elementartheiler 
(God, + bc4,) (6 =1,2,...m): 
Beweis. Setzen wir 
Ac = Ag (Xo Vode. re h>(Xe He Sa 


Bo == bo( Xo Yo)es —_ 9 > (Xo Vee 1; 
so ist die Schaar 2,A + 4,B in die m Theilschaaren 
4,Ac+4,B, (6 =1,2,...m) 


zerlegbar. Nun sei o eine der Zahlen 1, 2,...m; wir wollen die 
ET der Determinante der Form 4,A,+ 4,B, von 2e, Variabelen 


Xoo; Dents hease Noten es Yao; Warts ne bes 
die Veranderlichen in dieser Reihenfolge genommen, bestimmen. Setzt 


man noch abkiirzend 
Aghy + VoAg =U, gh,—hi,=2v, 


und 


so wird 
0° 0.4,0., she pis 
OO Oscn wm © 
|4AotreBol=|. . . . . . ., |= ewe. 
Oo ah Oe 
a (OO. 


* BM 1868, 8. 327 fig. (Ges. W. Bd. II, 8. 33 fig.) 
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Diejenige Determinante, deren System aus dem der vorstehenden durch 
Weglassen der letzten Zeile und Spalte entsteht, ist gleich 


= yea—1t 


und daher nicht durch « theilbar; sonst wire ja, wenn C eine Kon- 
stante bedeutet, die weder Null noch unendlich ist, 


dd, + bod, = C(gd, — ha), 
Gg=—Th, byi=Cg, 
Jao =e hb, => 0, 


also 


gegen die Voraussetzung. Also besitzt die Determinante 


[ay Ao-+ dy Bo | 
nur den emzigen ET 
Uo = (Agdy + Dedg)’s. 


(Vergl. 2.) Die ET von |4,A + 4,B| sind aber nach dem Theoreme VII 
in 38 die ET von 


para De AAS tM Ebi A eoa By 
zusammengenommen; also besitzt |4,A + 1,B| die ET 


(aed, + DAs). (6 =1,2,.....m), 
w. z. b. w. 
Die Formenschaar 2,A,+1,B, ist nicht zerlegbar, sie ist aber 
auch keiner zerlegbaren iquivalent. Denn angenommen, sie wire einer 
zerlegbaren Schaar [ mit den Theilschaaren [, und I, aquivalent, dann 


wire (22, Satz c) ine 


und somit, da |[|=E0 ist, auch |I,| == 0, |F,|=20; |f|, und daher 
auch |2,A,+ 4,B.|, besiisse dann mindestens zwei ET, entgegen dem 
oben Bewiesenen. Also ist 1,A,-+ 4,B, eine irreducibele oder elemen- 


tare Schaar, und 2,A+4,B = Ao + 4,Bo (6 =1,2,...m) eine 


reducirte Schaar, wie in 47 behauptet wurde (39). Analog ergiebt sich 
allgemein mit Riicksicht auf $.82—83: Hine ordindre Schaar ist dann und 
nur dann irreducibel, wenn thre Determinante emen eimzigen ET besitat. 


49, Auf das Theorem IX griindet sich eine Klassification 
der Formenschaaren (Formenpaare), die von gleichvielen 
Variabelenpaaren abhangen, unter Zugrundelegung unbeschrinkter 
linearer Transformationen der Variabelen beider Reihen, wie folgt: 

Besitzt die Determinante einer von » Variabelenpaaren abhingigen 
Formenschaar 2, A+ 1,B die ET 


(ay dy Bydg)™, — (yy HB, g)™ p< «  QyAy + Ag) *¥; 
(4 A, + by ta (4244 + Bday ++ (44s a b, ta) ac 
fait eu + bya sf o OF + bd 1) re roe au bude )¢ M0), 
so sagen wir, die Formenschaar 2,4 + 2,B (das Formenpaar A, B) 
habe die Charakteristik 
(2) [Cel ely ety (ell, et, el), «(QO «YL 
Da die Summe dieser Hxponenten 
(3) 6) + ep bee ete! bey rh aches ret ern ee ee 


ist, so gehért zu aire von je 2” Variabelen abhiingigen Formenschaaren 
eine endliche Anzahl soleher Charakteristiken (2), weil es fiir ein ge- 
gebenes 2 nur eine endliche Anzahl Lésungen der ee (81) in 

positiven, ganzen (von Null verschiedenen) Zahlen es nO giebt. Ziehen 


wir nun alle tiberhaupt méglichen Lisungen der Glaciers (3) in positiven, 
ganzen Zahlen e)) bei gegebenem » in Betracht und bilden aus jeder 
g AC g 


Lésung einen solchen Klammerausdruck (2), so gehért nach dem 
Theoreme IX — und darin besteht die grosse Bedeutung dieses 
Theorems — zu jedem der so erhaltenen Klammerausdriicke (2) eine 
Formenschaar 4, A + 4, B, welche denselben als Charakteristik besitzt. 
Hiernach kénnen wir die von je 2m Variabelen 2,,... 2, Y,)---Yn 
abhiingigen Formenschaaren (Formenpaare) bei unbeschriinkter linearer 
Transformation der Variabelen folgendermassen klassificiren: Wir 
rechnen cu derselben Klasse von Formenschaaren* (Formenpaare) 
diejentgen Formenschaaren (Formenpaare), welche eine und dieselbe— 
Charakteristik besitzen. 

Die gemeinsame Charakteristik aller Formenschaaren einer Klasse 
heisst die Charakteristik der Klasse. Wir kénnen iibrigens eine 
solehe Charakteristik (2) bei passender Bezeichnung der auftretenden 
Eixponenten einfacher in der Form 


LOCOS Sha se iea st Whee (oe Pea gs) 

schreiben, wo @,, @, €s,---@m die Exponenten der simmtlichen m ET 
von |4,4 + 4, B| bedeuten, da durch die runden Klammern gentigend 

* Das Wort ,, Klasse von Formenschaaren‘t wird hier in einem anderen 
Sinne gebraucht, als in 89. Man hat, um Zweideutigkeit zu vermeiden, in ana- 
logen Fallen auch wohl von ,,Typen“ statt von ,, Klassen‘ gesprochen (vergl. z. B. 
Rosenow, die Normalform fiir die 472 verschiedenen Typen eigt. bil. Form. von 
10 Noriabelenoaanen bei congr. Transf. der Var., Wiss. Beilage zum Programm der 
vierten Stiidtisch. héh, Biirgersch. zu Berlin, 1892, 8.6), doch scheint es prak- 
tischer, das Wort ,, Klasse“ auch hier zu verwenden. Hs gentigt, die Verschieden- 
heit der Bedeutung desselben Wortes hervorgehoben zu haben. 
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angedeutet wird, dass die yon ihnen umschlossenen Exponenten sich 
auf dieselbe Basis beziehen; er ist dann 


QE beg t--> ten =n. 


Aequivalente Formenpaare gehéren zur selben Klasse; aber um- 
gekehrt sind zwei Formenpaare derselben Klasse nicht nothwendig 
auch fquivalent; hierzu ist ja erforderlich, dass nicht nur die Ex- 
ponenten der ET, sondern die ET selbst fiir die Determinanten der 
durch die beiden Formenpaare bestimmten zwei Schaaren tibereinstimmen 
(Theorem VIII). “ 

Das Theorem VIII garantirt aber nicht nur ftir die Existenz von 
Formenpaaren aller Klassen, sondern es liefert auch in den Gleichungen (1) 
fiir jede Klasse ein ihr angehériges Formenpaar A, B von héchst ein- 
facher Form. Da in (1) die Konstanten a,, 6,, g|h nur der Bedingung 


GG tboh-=O0 (6=1, 2,...m) 


zu gentigen haben, im Uebrigen aber ganz willkiirlich sind, so kann 
man nach dem Theoreme VII alle Formenpaare einer Klasse durch 
lineare Substitutionen auf die Gestalt dieses ihr zugehérigen Formen- 
paares A, B transformiren. Man bezeichnet daher A und B auch als 
Normalform oder kanonische Form der Formenpaare der be- 
treffenden Klasse. (Analog spricht man von einer zu einer bestimmten 
Klasse von Schaaren bilinearer Formen gehérigen Normalform 4,A + A,B.) 
Durch die Weierstrass schen Untersuchungen, die in den Theoremen VIII 
und IX gipfeln, ist nach dem eben Ausgefiihrten das Problem der gleich- 
zeitigen Transformation zweier bilinearen Formen von je 2n Variabelen auf 
eine gewisse einfache oder kanonische (Normal-) Form gelist und die 
Aufgabe, dabei stimmtliche miglichen Fiille fiir ein gegebenes n aufzuzdhlen, 
in vollstindigster und systematischster Weise erledigt. Hierauf namentlich 
beruhen die zahlreichen Anwendungen, welche die sog. Weierstrass’sche 
Theorie der ET in fast allen Zweigen der héheren Mathematik ge- 
funden hat.* 


50. Im Vorstehenden ist stets zu beachten, dass Alles nur fiir 
ordinire Formenpaare gilt. Ehe wir uns zu den analogen Unter- 
suchungen tiber singulére Paare (Schaaren) wenden, wollen wir fiir 
die Fallen =1, n=2,n=3 und n=4 die Klassenzahl der Schaaren 
von bilinearen Formen (der Paare von bilinearen Formen) bestimmen 
und die zu den einzelnen Klassen gehirenden Normalformen wirklich 
auf stellen. 


* Vergl. § 16 u. § 17 am Schlusse. 
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Im Falle n =1 haben wir fiir die Gleichung 
(4) Ete tes $en=l 
nur eine Lisung e,—1. Es giebt also nur eime Klasse von Formen- 
paaren mit der Charakteristik [1]. Hier wird (1) zu 

A= 4,(X, Yi), = 4 X10 Yo, 
a b(X, Yi), a b Xio Yio, 
denn m ist hier gleich 1 und (X,Y,), muss gleich Null gesetzt 
werden; a, und 0, sind nicht gleichzeitig Null. In diesem einfachsten 
Falle n =1 ist das eben Gesagte natiirlich an und fiir sich evident. 
Anders liegt die Sache schon beim Falle »=2. Hier lisst die 
Gleichung (4) zwet Losungen zu: 
L ¢=1,.¢=—d, 
Il. e, = 2. 
Man hat daher drei Klassen von Formenpaaren mit den Charak- 
teristiken [11], [(11)], [2]. Die Normalform, auf welche jedes Formen- 
paar der Klasse [11], d.h. der Klasse mit der Charakteristik [11], ge- 
bracht werden kann, lautet 
A = a, (X, Vy), + G(X Vo), = 4 Xho Vio + G2 Xa Yao, 
B=}, (X, Vy) + 6, (x; V2), = b, X49 Kyo + by Xap Yoo. 

Im Falle [(11)] hat man vorstehend a, =b,, a, = 6, zu nehmen. 

Im Falle [2] endlich wird 
A = a,(X, Yy), — h(X, Ya)s = 41 (Xo Yar + Xai Vio) — b Xi Yio 

B= by (X, Yio + 9 (Xa Yas = 81 (Bao Yar + Xa Yao) + 9 Xi0 Yio3 
die Konstanten a,|0,, a, 
nat 9% +hbs +0 (6 =1, 2) 

Nach diesen Beispielen wird man im Stande sein, fiir jedes ge- 
gebene 2 die Charakteristiken und so die Anzahl der Klassen zu be- 
stimmen, sowie die zu den einzelnen Klassen gehérigen Normalformen 
aufzustellen. Wir stellen im Folgenden die Charakteristiken und 
Normalformen aller Klassen von ordiniren Paaren bilinearer Formen 


von 2m Variabelen fiir die Fallen —1, 2, 3, 4 schematisch zusammen, 
indem wir z.B. durch 


b,, g|h sind so beschaffen, dass 


ay A, X19 Vig + % Xoq Yoo, 

by Xio Xoo BF by Xo Yoq 
andeuten, dass es im Falle = 2 erstens eine Klasse von Formen 
paaren mit der Charakteristik [11] giebt, und dass die Paare dieser 


dealt 
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Klasse auf die Gestalt a, Xj) Yig +--+» 0; Xi) Yig + -:: gebracht werden 
kénnen. Um Raum zu sparen, schreiben wir xo, fiir Xou, Yor fiir Yo». 


Klassen der ordindren Paare von bilinearen Formen 
von 2” Variabelen bei unbeschrankter linearer Trans- 
formation der Variabelen im Falle 


0 [1]: 


i: [11]: 
2) es 
3 [2] 
Pet tit 


me . aa)1]: 


o.- (ADE 


A, [21]: 


5. —-[(21)]: 


6. [3]: 


tory 


DLT YL | 


[4104 |: 


a)n =I. 
UX oYy0» 
By Li Yr0° bis 
b) w= 2. 


Ay LyYyq 1 AgWey Yoo, 
By L110 + 2 Leo Yoo- 
Ay (%9Y19 + LooYo0)» 
by (0410 + X29 Yeo): 


eee (Boar + Ly Yio) — hay Yo, 
By Gro Ysn + 21140) + IX 040° 


ce) n= 3. 

Gy Lig Yrq TF AgXoo Yoo F 4g X30Ys0y 

by Xx Yi0 + O22 29 Yoo + 3X30 Ys0- 

Ay (yo Y10 + L20Yoo) + 3230430 

By (Zo %10 + Z20Y20) + 43430430: 

A (F410 + L2oYo0 + V304s0) > 

By (ZoY10 + X2oY20 + X30Ys1): 

Oy (@poY11 + L1Ys0) + 4229420 — M104 r05 

By (19 Yar + Fi Yio) + F229 420 + I%0410° 

A, (Bro tr + 21 Iio + L20Ye0) — hLoH%}05 

By (Gro Y11 + %11 Yio + L20Ye0) + IX0410- 

Oy (ypr2 + Fir Yi1 + T1240) — Mo + FuY%0)) 

By (rote + Vr Yi1 + M1240) + 9 Brod + F11 Yio) 
d) n= 4. 

Ay XyYig + Ay X29Y29 + Ig XaoYa0 + FX Y40, 

Dy i410 + O2%294o0 + F3%30Ys0 + P42 s0Ys0- 

Ay (Ly Yio + LooY2o) + %sXsoYs0 1 X19 Ys0> 


B, (0410 + To Yoo) + Os XsoYso + O4Xs9Ys0- 
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3.[(11)(11)]: 
4. [(11)1]: 
Dae (ATE) |: 
Ome [211 |: 
Yio MCRD 
Sule: 
Daal Cini: 
10. [22]: 
Pines [22)i: 
12. [31]: 
Tse St): 
14. [4]: 


§ 7, 50—51. 


A, (19H 10 + oo Ye0) + &3(Ls0Ys0 + X40 440)» 
By (449 Yo + Loo Yoo) + 3 (50430 + Lao Yo) 
Ay (19410 + X20 Y20 + Ls0Ys0) + F440 Ys0 
By (Loo + Le0Yoo + Zs0Ys0) + F4%40Ys0 
A, (19419 + Loo Yoo + LsoYs0 + Vso Ys0)s 
By (®104%i0 + LeoY20 + Ls0Ys0 + L40 Yao) « 
By (19411 + 241 Y10) + A220 Yoo + 43X30 430 — 2X10 410, 
Dy (Gyo 411 + Lr Y10) + 2 L2oYoo + Ys %s0Ys0 + I X10 410° 
Oy (10411 + Fir Y10 + Leo Y20) + %3%30Y30 — 2X19 4105 
By (Zio Yr + 211410 + Loo Yeo) + 53%s0Ys0 + I X10 Yr0- 
Os (19411 + 11 Y19) + Me (Loo Yoo + L50Ys0) — 2X104105 
By (@ro Yar + Fir Yio) + 2 (La9Y20 + Ls0¥30) + I%10410- 
By (Zig Ysa + X11 419 + Loo Yoo + X30Ys0) — hXs9410, 
By (@0Y11 + Far Y10 + Ze0Y20 + Xs0Ys0) + IX04r0- 
Os (F411 + 11 Yi0) + Ae (Loo Yor + Lei Yoo) — A(ZyoH10 + Veo4e0), 
By (Lio Yar + L11Y10) + F2(eo4%er + V1 Yeo) + I(*10Y10 + L20420)- 
Oy (Zo Ya1 + 11 Yio + Loo Yor + Lei Yoo) — M(*r0Y10 + 220420) 
By (Bro Yar + 21 Yo + Loo Yer + Xr Yoo) + I(FroY10 + Leo Yeo)- 
Oy (Ho Y2 + L Yar + Le Yio) + A Loo Yoo — W(X Yr + V1 Yr0); 
B, (Lire + 11411 + Tz 410) + b2%29Yo0 + I (*0 411 + 211 Yio): 
Ay (Lo Ya + Lr Yrr + L210 + LeoYe0) — h(*roY11 + Zr %0)» 
by (Loe + Vr Yrr + LeYro + LooYoo) + I r0Y11 + Tir Yi0)- 
Ay (%o13 + Vr Y12 + T2411 + T3410) 

— Ao H2 + LyYi1 + 22410); 
by (Lions + Lu Ye + VeY%r + 13420) 

+ 9 (X02 + V1 Yr + T2409): 


In den Fallen m =1, 2, 3, 4 haben wir also bez. 1, 3, 6, 14 Klassen 
von Paaren bilinearer Formen. 

51. Von besonderer Hinfachheit sind, wie die vorhergehenden 
Beispiele zeigen, die Normalformen dann, wenn die zugehdrige Charak- 
teristik nur aus Exponenten Eins besteht. Wir wollen uns mit diesem 
Falle noch etwas niher befassen. 

Besitzt die Determinante einer ordiniren Schaar 4,4 + 12,B 
bilinearer Formen nur ET mit Exponenten Eins, so kann man A und B 
durch lineare Substitutionen bez. in Formen 
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(6) BA ea is yaa Koch oe bake Yo, 
Beate kere. Vo dX ey. 


tiberfiihren, wenn X,9=— X,, Yoo= Yo gesetzt wird (47). Nach dem 
Theoreme IX in 48 besitzt ferner die Determinante 


[AA + 2,B], 


wenn A und B die in (5) angegebene Form haben und a,|b, (6 =1, 2,...) 
nicht gleichzeitig Null sind, die ET 


(GA, + DyAg), (Gg dy + by 42), 0. - (Gundy + dnd), 
also lauter lineare ET. Daher gilt der Satz:* 


13) Damit sich zwet bilineare Formen A und B von 2n Variabelen 
durch lineare Substitutionen gleichzeitig auf die Gestalt 


a, X, Y¥, + a, X,Y¥,+---+a,X,Yn, 

b, X, Y, + 0,X, Yo+--- + On Xn Yn 
bringen lassen, wo dg|bs (6 =1, 2,...%) micht beide Null sind, ist 
nothwendig und hinreichend, dass die Determinante 

| A 14 ae As B | 

nicht identisch Null ist und lauter lineare Elementartheiler besitzt, oder 
wie man auch sagen kann (6, Satz 4), dass jeder lineare Theiler der 
Determinante |i, A+ 4,B\, wenn er in derselben zur l'" Potenz auftritt, 


im allen Subdeterminanten (1 — 1)" Grades thres Systems zur (1 — 1) 
Potenz auftritt. 


Wir wenden uns jetzt zu dem seither bestindig ausgeschlossenen 
Falle, wo die Determinante der zu untersuchenden Formenschaar 
identisch Null ist. 


§ 8. Reduktion einer singuliren Schaar von bilinearen Formen 
nach Kronecker. 


52. Wenn die Determinante einer Schaar von bilinearen Formen 
identisch Null ist, so ist von Kronecker** eine ihr dquivalente re- 
ducirte Formenschaar hergeleitet worden, welche ganz ahnlich gebaut 
ist, wie die Weierstrass’sche reducirte Schaar einer ordinaéren Schaar 
in 47. Ist nimlich zunichst wieder die Determinante einer Schaar nicht 
identisch Null, so kann man die Grundformen und y so wihlen, dass 


* Weierstrass, BM 1868, 8. 331[Ges.W. Bd. II, S.41— 42]. 

** Vergl. zu diesem Paragraphen: Kronecker, $B 1890, 8.1225 flg. — Wenn 
im Folgenden von einer linearen Substitution schlechthin gesprochen wird, ist 
stets eine solehe mit nicht verschwindender Determinante gemeint. 
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die Determinante der einen, etwa von g, nicht Null ist. Denn setzt 
man (37), Lae ety hetuewd: 
so geht die Schaar 4,4 + A,B iiber in eine Schaar 
MGAT+AB) +4 (G'A+N B)=1ip + ayy. 
Wahlt man nun PPE Terie: reer wele ony 


so ist jede Form der Schaar 4,4 + 4,B auch eine solche der Schaar 
Alp + afm, und umgekehrt, dh. die Gesammtheit der durch 
4,A 4+ 4,B dargestellten Formen ist identisch mit der Gesammtheit 
der durch A/g + 4} dargestellten Formen; ferner ist |p| nicht Null. 


Bedeuten dann 
(A — é)*, (A face Gi)? , oes (A es Oy k’, 


(A a CG), (A i= C,)> , cee (A = Gk’, 


(A = o,) 2, (A — o>, rene (A _ oye O) 
die simmtlichen E'T der Determinante 


|Ap+ yl, 


so kann man, wenn abktirzend 
of = SX Y? (uty=e& —1, pe 0 isucey is 
WP = SREY S (utv=e—2 w=0,1,...& —2) 


gesetzt wird, durch lineare Substitutionen g in 


(1) [Rm ls ae eee 
++ + OM) 4+ OM .......0008 ae 0%) 
— 
wy in eX 
(2) tS yoo 
x, Q %, 0 


transformiren, wenn wir die in (1) rechts stehende Summe kurz mit 
>, die Summe 
Wit WS+ see PWT WY ee YO YO +... 
mit >! bezeichnen und fir e%) = 1 
%, 0 yo 216 
setzen (44, 46). Wir kénnen also bei dieser Bezeichnungsweise die 
Schaar 4,9 + 4, in eine Schaar von der Gestalt 
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(3) AyD + 2g¥ = SA, + cpg) OP + 2,42] 
OG 
linear transformiren. Auf eben diese Form kann aber auch bei passender 
Wahl der Grundformen jede singuléire Schaar von bilinearen Formen 
gebracht werden, nur dass alsdann fiir ein bestimmtes 0 diejenigen 
X oder Y, deren zweiter unterer Index e9—1 ast, sowie das zugehorige Co 
gleich Null zu nehmen sind;* diese Schaar (8) ist eine reducirte Schaar. 
Wir gehen jetzt auf den Gegenstand niher ein. 


53. Es seien gp und w zwei bilineare Formen, deren jede von 
r Variabelen x,, x,,...x, und s Variabelen’y,, y,,...y; abhinge. Die 
Anzahl der Variabelen a; der einen Reihe, ebenso die der Variabelen y; 
der anderen Reihe darf in beiden Formen als gleich vorausgesetzt 
werden (vergl. 8.4, Anm.).** Die Determinante der Schaar 2,9 + A,p 
verschwinde identisch (dies tritt z. B. dann ein, wenn rss ist). Als- 
dann sind die Ableitungen von 

4p —¥p 

nach den Variabelen mindestens einer Reihe, etwa nach den 2, %,...2r, 
durch mindestens eine lineare Relation verkiipft. Setzen wir 


é Ow 
(4) FP Fea hy W-v=f, Iwi wh 
so besteht also zwischen den fi, fo,---fr eime gewisse Anzahl un- 
abhiingiger linearer Relationen. 
Es muss hier eine fiir das Folgende héchst wichtige Bemerkung 


eingeschaltet werden: 
Sei Ad, + Af,+--+4f—=—9 


eine zwischen den f; bestehende Relation, deren Koefficienten A; in 4 
vom Grade g seien. Geht nun f durch eine lineare Substitution 


Ui = 0450, + cg: Ho +--> + 0, a} eee, 


deren Koefficienten «;, von 4 unabhdngig seien, in f'*** iiber, setzt man 


ferner ' 
ae (¢=1,2,...7), 
so wird wegen Ue: 

* Und zwar ist fiir dieses 9 entweder XY) (0)_ 5 oder YOO _, (Gals My Koc) 
gleich Null zu setzen. ‘ : 

** Hs treten also mindestens in einer Form wirklich r Variabelen #, und 
sVariabelen y, auf. Aufzufassen haben wir aber die Schaar stets als eine von 
ebensovielen Variabelen ~, als Variabelen y, abhangige (vergl. 8.4, Anm.). Ist z. B, 
> s, und es wird eine lineare Substitution ftir die y, ausgefithrt, so haben wir 
dieselbe in Gedanken durch y, 4 4= y. ain Y,=Y, 2a vervollstindigen. 

*** £1 bedeutet also hier ausnahmsweise nicht die zu f conjugirte Form. 
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f=afit-+ + Xrfr, 
f'= (oy ay ++ A cts ar) fy bee + (War tit + + Ore) fry 


und somit sind die f/ lineare Formen der f;; da 


> “bth Conte Oppo =O 


ist, so kann man auch umgekebrt die f; linear durch die f/ ausdriicken. 
Aus der linearen Relation Sf: Ai = (0 zwischen den f; folgt daher eine 


solche zwischen den fi, und zwar ist dieselbe vom Grade g oder niederem 
im 4. Fihrt man eine analoge lineare Substitution fiir die y; aus, 
so sind selbstverstiindlich die Ableitungen der transformirten Form 
nach 2, 2,,..., durch eine lineare Relation verkniipft, deren Koeffi- 
cienten eben die A; sind. 

Aus den linearen Relationen zwischen den f; leiten wir nun durch 
lineare Verbindung eine solche Relation ab, welche in 2 von mdéglichst 
niedrigem Grade ist. Diese sei 


a=m B=r 


) Dap h fp = Cyd + C++ + Cnd™ = 0, 
ce a=0 p=1 
(6) Ca = Coif, + Casfe + °° + Carfr (@ =0,1,2,...m) 


zu setzen ist. Dabei ist stets 
mas, m<7, 
BS Fp 


wenn 


ist. Wer diirfen nun voraussetzen, dass 
m > 0 
ist. Denn fiir m =O wird (5) zu 


Cor fy + Coe fe + +++ + Cor fr = 95 
es ist dann also wegen (4) 

Cor Pi + Coe Po + +++ + Cor Gr = 0, 

Cor V1 + Coo Wo + +++ + Corr = 0. 


Da nun nicht alle cg Null sind, diirfen wir c,=|=0 voraussetzen, 
wo y eine der Zahlen 1, 2,...r bedeutet. Substituirt man jetzt 


Sp = ty + Coy ty (B=1, 2,...y—1,7+1,..-7), 


' 
; Ly = Ly, 
so wird 


P= Hy Pype be r= Mbt Wy 1 Py —1 + By Py prt + aeGr 
+ [601 Py + Co2 Py + +++ + Congr]; 
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der Klammerausdruck ist aber Null, also fehlt in p die Variabele ay 3 
Analoges gilt fiir y. Man kann also bei m=O durch eine lineare 
Substitution mit von 4,|4, unabhiingigen Koefficienten die Schaar 
4,9 +4, so transformiren, dass eine Variabele 2; weniger auftritt. 
Wir kinnen und wollen aber voraussetzen, dass die Schaar 1,9 + ayy 
keiner anderen dquivalent sei, in welcher weniger als r Variabele x; 
oder s Variabele y; auftreten. 

d4. Die m+ 1 Ausdriicke C, sind linear unabhingig in dem 
Sinne, dass keine Relation 
(7) Ay Cy + a, 0, +++» +4nCn = 0 
existiren kann, in der die Koefficienten a), a,,...@, von 4 unabhangige 
Konstante waren. Angenommen, es giibe eine Relation (7), in der die 
Koefficienten @ nicht von 4 abhingen; alsdann kann man, da 

GA” + a,A™—1+---+ On 
in 2 nicht identisch Null ist, fiir (5) auch 
(8) (aya? + ay A™—14 -+- + Gn)(CoA°t+ Cia +--+ + Cnd™) = 0 
schreiben. Rechnet man aber das hier links stehende Produkt aus, 
so wird wegen (7) der Koefficient von 4” Null, und (8) daher von 
der Gestalt 
(9) fai(a)+ oe +frgr(A) Ue ate PUNO) Ne ea ci f-h,(4)] = 0, 
wo die g;(A), h;(A) ganze Funktionen hdchstens (m —1)*™ Grades von 
2 bedeuten, die nicht alle identisch Null sind. Setzt man jetzt in (9) 
fi = 419: — Vi, 
so geht die Summe der r ersten Glieder in einen Ausdruck iiber, der 
nur Potenzen von 4 enthalt, die <m sind, der tibrige Theil von (9) 
aber in einen solchen, der in 2 von héherem als m‘™ Grade ist. Die 
so erhaltene Gleichung gilt aber fiir jedes 2, also ist jeder der eben 
beschriebenen Theile fiir sich Null. Es gabe unter der gemachten 
Voraussetzung also eine Gleichung 
f9i(2) +--+ + frgr(4) = 0 

von niederem als m*™ Grade, entgegen unserer oben gemachten An- 
nahme. 

Da nun die C, im angegebenen Sinne unabhingig sind, so bilden 
die Koefficienten cag ein System 

Cox Cop «+e Cor 


C14 C19 see Cir 


Cm1 C2 + o. Cur 
Muth, Elementartheiler. 7 
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von r.(m-+1) Elementen, in welchem nicht alle Subdeterminanten 
(m +1)" Grades Null sind. Wir kénnen daher Koefficienten cpg so 
hinzufiigen, dass ein quadratisches System entsteht, dessen Determinante 


Feae| shO =O, lspci} Pe Aes a) 
nicht Null ist. Durch die lineare Substitution 
; ph OY ae gab 
Ly = Cik Hi 
: Pa Gad pry iet. ); 
deren Koefficienten von 2 unabhingig sind, mégen nun f, g und @ in 


Formen iibergehen, die wir bez. mit f’, p’ und y' bezeichnen wollen. 
Setzen wir noch 


of" og! aw 

! Pe a me 

Mea ge Soe alee me 
a z 


so wird, da 

f= Sea ft vee + Sein at fe (= 0,10) yr} 
ist 
(10) fi=Cafit---+Grfr, 
mithin wegen (6) und (5) 

fide flit --- + fham— 049+ C+ ---4+-Cn4™— 0 
oder 

Dd Ge— vi) 4 = 0 (a= 0,1, Dn en) 
bei jedem 4. Daher ist 
DO Dy mag eg a aeer (  e 


Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar, da 


ist, le Vv, 
a) fia iy fim Wy tha Ye 
eee a eee ee 


Diese Gleichungen lehren, dass zwischen den m linearen Formen 
U1, Wo....WUm keine linearen Relationen bestehen. Denn aus einer 
solchen Relation wiirde wegen (11) eine Relation zwischen den fy, fi, ... fr 
resultiren, deren Koefficienten in 4 vom (m— 1)" Grade waren, was 
wiederum wegen (10) (vergl. auch die Bemerkung S. 95—96) eine Re- 
lation zwischen den f,, fy,...f, zur Folge hatte, die in 4 von einem 
Grade <m—1 wire, gegen die Voraussetzung. 


Wir kénnen daher eine weitere lineare Substitution ausfiihren, 
indem wir durch die s Gleichungen 
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Ya = Va = Pa—1, Yn = Yn-41,--- Ye = Y,(a = 1,...m) 
an Stelle der y, neue Variabele y,(k = 1, 2,...s) treten lassen. Durch 
diese Substitution geht die Schaar 
Ag! + Ayv'= Sagi + Avia (§=0, 1,...7-1) 


in eine andere von der Gestalt 


e=mn k=s p=r—1 
> Aten ae Iya) Ya 1" 2s > iter + Ae Dp) Lp Ye 
a=u=xj k==1 p=m+1 


tiber; diese Schaar endlich wird durch dié Substitution 
! ! 
0 = Xp inst 
; + Ditto a=—1,2,...m ) 
' ‘ a es ? 
Ea = 54 + Spat, p=m+1,...r—1 
p 


! 


; Ip = Ly 
in am a=m 
2) g — dh fee oh he 4, >a pepe ay as Pe ae Na 
ast a=2 
iibergefiihrt, wo u,, u,,...- WU, lineare Funktionen von fm+1, Um+2,--- 


£-—1 und © und Y bilineare Formen der Verinderlichen 


“ =mti1,...r—1 
Lpr Yq (? Pay ) 


i q=m+t1,...s8 


55. Der Rang des Koefficientensystems der zu reducirenden Schaar 
sei R; wir wollen nun die Grundformen gy und w so gewahlt denken, 
dass der grisste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten R'™ 
Grades des Systems von \4,p +4,~| den linearen Theiler 1, nicht 
enthiilt (37). Alsdann bringen wir die Schaar in die Gestalt (12). Da- 
selbst ist 
(13) 4,9+4,¥ 
eine Schaar, in welcher r —m—1 Variabele x, und s — m Variabele 
y, auftreten. Ist nun + der Rang des Koefficientensystems dieser 
Schaar (13), so behaupten wir, dass nicht alle Subdeterminanten 
7 Grades dieses Systems durch /, theilbar sind, oder anders aus- 
gedriickt, dass der grisste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeter- 
minanten v” Grades dieses Systems den linearen Theiler 2, nicht ent- 
hilt. Denken wir uns nimlich zunachst einmal die Determinante der 
Schaar S yollstindig aufgeschrieben, so ist also, r>s vorausgesetzt*, 


ue ; 
* Die abs sind wirklich aus (12) zu berechnen und dann, wie nach- 


0b, 0%, 
stehend angegeben, anzuordnen. 


7 


Univ. of 
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es es es 
| CY ON, Ck, OM Ctr—1 0d, 
. . . . 
S| =| as o*S hes ers ‘ 
| Cx, Cys C4, Cys Ctr—1 00s 
0) O 
0 ee 0 


bei » =s fallen die letzten Nullreihen weg. 

Der Rang desjenigen Systems ©,, welches aus den m ersten Zeilen 
des Systems S von |S| besteht, ist m; der Rang desjenigen Systems 
©,, welches aus den letzten »— m Zeilen von © besteht, werde mit 
m' bezeichnet; dann ist m'’= +r. Nicht alle Subdeterminanten (a + m’)*™ 
Grades von © sind* Null, aber alle Subdeterminanten héheren Grades; 
denn sie enthalten mehr als m’ Zeilen aus ©,, verschwinden also, wenn 
man sie nach den Subdeterminanten ihrer aus ©, stammenden Zeilen 
entwickelt; m +m’ ist daher der Rang von © oder es ist 

m+ m'=R. 

Wie wir eben sahen, ist eine Subdeterminante (» -+ m')** Grades von 
S Null, wenn sie mehr als m! Zeilen aus ©, enthiilt; jede nicht ver- 
schwindende Subdeterminante (m + m')*® Grades von © enthilt also 
genau m' Zeilen aus G,, ist somit eine lineare Form gewisser Sub- 
determinanten m't™ Grades von ©,, oder wie auch gesagt werden 
kann, gewisser Subdeterminanten m'*" Grades des Systems von 
|a,O +4, |. Wiren nun alle Subdeterminanten m'** Grades des 
letzteren Systems durch 4, theilbar, so giilte daher das Gleiche von 
den Subdeterminanten (m + m') = R™ Grades von S, und somit auch 
von denjenigen des Systems von |4,p + A, v| (389), gegen die Voraus- 
setzung. Da nun m’'=r ist, so ist damit unsere Behauptung voll- 
stiindig bewiesen. 


56. Der erste Theil 


=m 


te ok = = Asta) Ya 
a=] 

von S hat bereits die Gestalt 

(14) (A, F Co Ay) de) mi 4, ¥@)) ; 


dieses erkennt man, wenn man in (14) 
c= 0, Yi@1=-0, &-l—-m, Xfn=—y, 
5 

xe, = Tay By = Ye (@ = 1, 2, Canate m) 
setzt (vergl. 52, Schluss). 


* Der Zusatz ,,identisch* ist wohl selbstverstiindlich. 
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Verschwindet nun die Determinante des letzten Theiles 
A,O + AY 
von S nicht identisch, so kann diese Schaar auf die Gestalt 


Dy Uaa + e942) 2? + ay YO 


gebracht werden; denn nach dem in 55 Gezeigten verschwindet dann 
die Determinante [a,® + a,¥ | 


von A,D-+ a, nicht fiir 44=0, also ist |®|=|=0, und man kann 
nach Weierstrass die Schaar 4,0 + A4,vauf die angegebene Gestalt 
bringen (46, 52). Bei den hierzu erforderlichen Transformationen Jleibt 
der erste Theil von S ungedndert, der zweite 


e=m 
A, Ye Yo 
a2 


wird in einen analog gebauten Ausdruck iibergefiihrt, d.h. in einen 
solechen, der von den Variabelen der zweiten Reihe nur 4, 93, ... Ym 
und von den Variabelen der ersten Reihe nur solche enthilt, die nicht 
im ersten Theile von S auftreten. 

Verschwindet aber die Determinante der Schaar A,®-+ A, identisch, 
so wenden wir auf diese Schaar sofort das in 53 und 54 beschriebene 
Verfahren an. Beriicksichtigt man nun, dass die Zahl der Verander- 
lichen beider Reihen im letzten Theile der nach einander zu behandelnden 
Schaaren A,m + A,¥, 4,2 + A,, u.s.w., immer kleiner wird, halt man 
ferner fest, dass der grésste gemeinschaftliche Theiler der Determinanten 
@-ten Grades des Koefficientensystems einer solchen Restschaar vom 
Range o fiir 4, =O nicht Null ist (55), so ist vorliufig dargethan, 
dass sich unsere Schaar 1,m + 4, in eine dquivalente iiberfiihren lisst, 
die sich von der in 52 beschriebenen Schaar (3) im Baue nur durch 
Glieder yon der Form des zweiten Theiles in S unterscheidet. Wir 
wollen nur die Moglichkeit der successiven Wegschaffung dveser letateren 
Glieder ohne die Gestalt der wbrigen zu dndern fiir die Restschaar 
4,0 +4,¥% als bewiesen annehmen oder anders gesagt, wir wollen 
voraussetzen, dass es zu 24,0-+ A, eine dquivalente reducirte Schaar 
von der am Schlusse von 52 beschriebenen Art giebt. Bei den hierzu 
nothwendigen Transformationen gehen die Veranderlichen x, in gewisse 
Veranderliche Xe), liber, und u,, U,,...%, werden lineare Funktionen 
dieser Verinderlichen X‘) allen. Angenommen nimlich, es bliebe 
in den Formen uw, noch eine Variabele zr, zuriick, so bilde man die 
m-+1 Ableitungen der Schaar nach £,, %, U3,--. Em, Lp; diese sind 
lineare Formen der ¥,, Y,--- mj durch Hlimination derselben erhilt 
man zwischen den m-+1 Ableitungen eine lineare Relation, die in 
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A=3 héchstens (m— 1)" Grades ist, gegen die in 53 gemachte 
Annahme. 

Lassen wir nun in (15) die Indices x und @ weg, so verwandelt 
sich unsere Schaar S vermige (15) und der vorbeschriebenen Trans- 
formationen in 


a=e--2 
(e) (@) 
(16) a,o°+ 4,¥° + A, >a Yo + DUA + Aaee) OP + YP], 
C= %, Q 
NS Dose KX Vee tp ae de ert et gy 


yom Xe Yee 49 AG 28 ~ e Tie ae D. ae ¥; 


zu setzen ist, die OY, Y® in 52 definirt sind und F,, F,...F.—2 
lineare Formen der Variabelen De) sind (fir m—=r—1 fallen die 
beiden letzten Summen in (16) sofort weg). Der erste Theil 
A, 0° + a, ¥° 
von (16) hat die Gestalt (14), und zwar ist hier ¢, und dasjenige Y, dessen 
weiter unterer Index éf—1 ist, Null zu setzen [vergl. (15)]. Derartige 
Schaaren werden im Allgemeinen auch im letzten Theile von (16) 
noch auftreten; daher wurden der Unterscheidung wegen die Indices 
* unde in 2, 0°+ 4, ¥° weggelassen. Ferner kénnen im letzten Theile 
von (16) noch Schaaren (14) auftreten, im denen c, und dasjenige X, 
dessen zweiter unterer Index e%—1 ist, gleich Null zu setzen ist. Endlich 
ist e— 1 =m. 
d¢. Wir wollen nun zeigen, wie der mittlere Theil 


>) Fe Yo (a= 2,...¢—2) 


von (16) durch weitere Transformationen weggeschafft werden kann, 
ohne dass die Gestalt der Schaar im Uebrigen geindert wird. Damit 
ist guglecch die Zuldssigkeit der vorhin gemachten Voraussetzung nach- 
gewresen. 

Wenn F, das Glied D, xe enthalt und xe, eine derjenigen 
Variabelen ist, welche in dem mit 4, multiplizirten Theile von (16) 
vorkommen, so fallt bei der Substitution 


X, = ¥%, + Dal Xet+XP,-1) &-e—a—2), 
YS = Ve — Da Ya (v = ef — w— 1) 
eben jenes Glied D, X%) in F, weg, im Uebrigen aber bleibt die Form 
der Schaar erhalten, nur dass fiir « < e—2 
Hct =i Co Ca Key 5 COL pes 
an die Stelle von 2,41 tritt. Auf diese Weise sind also nach eimander 
aus F,, F,,...F.2 die simmtlichen Glieder D, X9) (a@ =1....e— 2) 
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wegzuschaffen, und es kénnen dann nur solche Variabele X‘) darin 
zurtickbleiben, welche ausschliesslich in dem mit 4, multiplizirten 
Theile von (16) auftreten, d. h. nur Variabele X‘, fiir welche C= 0, 
YOO. = O ist. Wir denken uns in (16) die eben beschriebenen Sub- 
stitutionen wirklich ausgefiihrt; die so erhaltene Schaar hat also dann 
wieder die Gestalt (16), nur dass jetzt in 


> FeXe (@ == 1:2 vei —"'2) 


nur die zuletzt ausgefiihrten Variabelen X®) auftreten. Aber auch zur 
Beseitigung jeder einzelnen dieser Variabelen X® ist ebendasselbe Trans- 
formationsverfahren zu gebrauchen, welches wir eben zur Wegschaffung 
der aos angewandt haben. Wenn nimlich xX® in F, mit dem Ko- 
efficienten Dz, versehen vorkommt, so wird durch die Substitution 


xXy= Kyat Yo = yi? St LOD nas 


(eee eae) 


a aA etv=eP_1 


das Glied D, XS in Wegfall gebracht. Dabei diirfen natiirlich die 
mit v bezeichneten hinteren Indices nicht kleiner als Null werden. 
Nun ist w héchstens gleich a, also ist 


use 2; 
mithin ist der kleinste Werth von v 
ZO Sp a ie eT, 


Der Index v ist also grésser als die Differenz 


ee; 


diese Differenz ist aber, wie wir sofort beweisen werden, stets positiv. 


Wir bezeichnen die Schaar (16) mit S und bilden die Ableitungen 
yon S nach den Veranderlichen 


Wet SCD, Seat ae. 6) ree. Oh CUP 


= 


das sind baat @ Ty he Qo 


Ableitungen; sie sind abhingig von den Variabelen 
YX, Yi, Vo 3; Vee S dike VR 25 


das sind sya re Oban Pio a Tea 
Variabele. Daher entsteht zwischen diesen Ableitungen durch Eli- 
mination der Veriinderlichen Y eine lineare Relation, die durch Ent- 
wickelung der Determinante in der Gleichung 


104 § 8, 57. 


iz (9 (C0 :«O HK OO 0 
os 
eto O80 ay"ay> "04-0 0 
os 
OeXGin dy Ay 0 0 0 
LS en O*..0 0 
Oia ; 
08 pa) 
ax@ (0) D; Dias OWS Va ds 
as 
ee Cano Clos, Dewtiguah ay 
a8 
a eee Ok & O 0 
XO) (0), side wae 
as 
Fe CE a) sah eee Arc 0; 0k cee 
1X0” ine 


erhalten wird. Es wird 


©)! ag és 
ex —_—— « one ——_ . 
17) : 
aS 04 as {Mas 18 ee_4 
m 5 es ee Pe .++ f+ ———_- Ao* j=0 
Ms (ae 1 ax@ aT aX, (0. : ; 


wo der erste Klammerausdruck in 4,|4, vom Grade m—1 ist. Nun 
ist doch m =e — 1; wire daher 


ef) <é, 


so ware (@) 
ey <e—1l<m, 


und somit besissen wir in (17), wenn wir durch 
(9) 
age 
rechts und links dividiren, eine Relation zwischen den Ableitungen 
der Schaar nach den Variabelen der ersten Reihe, welche in 4,|A, 
nur vom Grade m—1 wire, gegen die Voraussetzung (53). 


Damit ist nun die in 52 aufgestellte Behauptung, dass sich eme 
jede singuldére Schaar von bilinearen Formen durch lineare Substitution 
auf die daselbst niiher beschriebene Form (3) bringen lasse; vollstiindig 
bewiesen. 


e 
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08. Nun seien p und w zwei ganz beliebige bilineare Formen von 
» Variabelen x; und s Variabelen y,, ferner sei |4,p + 4,¥|=0 und 
der Rang des Systems dieser Determinante tr. Alsdann bestimmen wir 
die Konstanten g/h, g'|h' so, dass die Formen 

P-gp thy, v=g'pth'y 
die Higenschaft haben, dass der griésste gemeinschaftliche Theiler aller 
Subdeterminanten rt‘? Grades des Systems von |1,p + 4,%| nicht Null 
wird fiir 4, = 0 (37, 55); dabei wahlen wir 
gh'—gh=1. 
Dann kann man aber nach den Entwickelungen in 52—57 


9p + hv = SOP, g'p + hd = deo! + V2) 
*y Q 4, Q 


setzen, wo die X® (¥,%) unabhiingige lineare Formen der 2; (ys) be- 
deuten. Hieraus aber folgt, wenn wir 
h'— heg =, G9lo— g'= bo 
Jay + hbp=1 
r= See), 6=T1G,0%+ 09) 
*,0 %,0 


Wir koénnen also durch lineare Substitutionen die gegebene singulire 
Schaar 4,9 + 4,w in eine Schaar 


(18) 1, 51a, 09 — 142) + 2, 1G, 08 + g 2) 
GRY #1 0 

transformiren, wo die 0%, y% die in 52 angegebene Bedeutung haben, 
und fiir ein gewisses 9 diejenigen x) oder Y,%), deren zweiter unterer 
Index gleich e)—1 ist, sowie das zugehérige Co IM @ und 6, Null zu 
setzen sind; es ist ferner ga,.-+ hb, =1. 

Die Schaar (18) ist zerlegbar. Diejenigen Theile, deren Deter- 
minanten nicht identisch Null sind, sind irreducibel (48). Aber auch 


die Theile von der Gestalt 

(19) 1, (h' 0° — h¥°) + 4,(— g'°+ g¥°) 

[vergl. (16)] sind irreducibele Schaaren. Denn der Rang des Koeffi- 
cientensystems der Schaar (19) ist 


setzen, sodass 


wird, 


e—1=™m; 
die Anzahl der Variabelen X, die in (19) auftreten, gleich m +1; 
dann sind bekanntlich die Ableitungen von (19) nach den X durch 
eine lineare Relation verbunden. ET besitzt das Koefficientensystem 
von (19) keine. Ware nun (19) einer zerlegbaren Schaar S°=S?-+ 8? 
iquivalent, so miissten deren Theile S?, S$ beide singular sein, da 
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sonst das System von S° mindestens einen ET besisse, was nicht der 
Fall ist; es gibe daher mindestens zwei unabhingige lineare Relationen 
zwischen den Ableitungen yon S° und daher auch zwischen denen 
von (19) (8S. 95—96). Die Schaar (18) ist also eine reducirte. 

Die lineare Relation, durch welche die Ableitungen yon (19) nach 
den X verkntipft sind, ist in 2,|2, genau vom m‘ Grade; da aber die 
Anzahl der X gleich m-+1 ist, so kann daher die Schaar (19) in eine 
Aquivalente von der Gestalt 2, ©°-+ 1,¥°(56, Schluss) iibergefiihrt werden; 
die hierzu néthigen Transformationen lassen die iibrigen Theile der 
Schaar (18) ungeiindert. Fassen wir das erlangte Resultat zusammen! 


Eine singuldre Schaar von bilinearen Formen kann in eine dqu- 
valente reducirte Schaar von der Gestalt (18) tibergefiihrt werden, wo 
die oe, Ww die in 52 angegebene Bedeutung haben, und woselbst fiir 
ein gewisses o die xe oder vgs) deren zweiter unterer Index e$ —1 
ast, sowie by und h Gh Null, g und ag=1 zu setzen sind.* 

ion wir so die Kronecker’sche Reduktion einer singuldren 
Schaar ausgeftihrt haben, miissen wir uns mit der reducirten Schaar 
selbst genauer befassen. 


59. Die reducirte Schaar (18) besteht aus elementaren Schaaren 
X und Y ines die Siaiontaren Schaaren zweiter Art hingegen 
haben eine Variabele der einen Reihe mehr, als Variabelen der anderen 
Reihe, zerfallen also wieder in zwei Shine: in die erste (zweite) 
Deine rechnen wir die Theilschaaren, die eine Variabele X (Y ) 
mehr haben, als Variabele Y (X). Baseichiiet man die Anzahl der 
Variabelen x in diesen drei Fallen bez. mit e, e, e—1, so ist die 
Anzahl der Variabelen Y bez. e, e—1, e. Die Gesammtzahl der 
Variabelen X und Y ist in den drei Fallen bez. 2e, 2e —1, 2e—1. 


a) Fiir eine Theilschaar erster Art 
(20) A, (a, 02 — hv) + a, (0,oY + g¥®) 
ist die Determinante gleich 2 
+ (a4, + by 1," == ict (@p4, 0,45)? 5 
wenn wir die Geseremtaath rake Variabelen mit »® bezeichnen; sie 
hat einen ET (a4, + 0 p’g)™ 


b) Die Determinante einer Schaar zweiter Art ist identisch Null; 
eine Schaar der ersten Abteilung ist von der Gestalt 


* Wenn im Folgenden von der reducirten Schaar (18) gesprochen wird, so 
meinen wir stets die Schaar von der hier beschriebenen Gestalt. 
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(21) a >)X2, Ye, + dg 1X9, u-1¥8, (wt y= 1, w=1,2...28—), 
wo durch die tibergesetzten Null angedeutet ist, dass hier c, = 0, u.s. w. 
gesetzt worden ist. Bezeichnen wir die Gesammtzahl der Variabelen 
in (21) mit n°, so ist no = 2e° — 1. 

Die Ableitungen von (21) nach den X%, sind durch eine lineare Relation 
verkntipft, die in 4,|4, genau vom Grade e2 — 1 ist; bezeichnen wir 
diesen Grad kurz mit m,, so ist 

(22) ny, = 2m, + 1. 

Analoges gilt fiir die Schaaren zweitér Abtheilung; dieselben sind 
yon der Gestalt 
(23) a, Xe roe dg >) Xp Vee (eve 1, y==1,2) = 1). 
wo durch den horizontalen Strich tiber den X%,, u.s. w. angedeutet 
ist, dass wir es mit einer Theilschaar der zweiten Abtheilung zu thun 
haben. Hier sind die Ableitungen nach den Y¥, durch eine lineare 
Relation verbunden, die in 4,|A, genau vom Grade 

mM, = e&—1 
ist; ferner ist 
(24) w=2m, +1, 
wo ny die Gesammtzahl der Variabelen in (23) bedeutet. 

Das Koefficientensystem von (21), ebenso das von (23), besitzt 
keine Elementartheiler. Ferner ist e > 1, e2 > 1. 

Die elementaren Schaaren erster Art sind durch die Zahl der in ihnen 
auftretenden Variabelen n'f) —2¢% und die Konstanten Go, bo, gy h 
bestimmt; die Schaaren der zweiten Art hingegen sind durch die Zahl 
der in ihnen auftretenden Variabelen m2 bez. 72 allein vollstindig be- 
stimmt, in Folge der Gleichungen (22) und (24) aber auch durch 
die Zahlen m, bez. m,. 

60. Die Bedeutung der Konstanten g|h fiir die Schaar 4,9 + A,w 
ist bekannt (37, 55); auch diejenige der Konstanten a,, b, und der 


(Q) 

Zahlen ¢%) aie ist leicht anzugeben. Jede Theilschaar (20) besitzt 

Perr: . 39) 

nimlich den einen ET (a (pany hy) 
derselbe ist nach dem Theoreme VII in 38 auch ein ET des Koefficienten- 
systems von (18) und mithin auch des von 4,9+4,y. Da die 
Koefficientensysteme der Theilschaaren zweiter Art keine ET besitzen, 
so treten eben nach Theorem VII genau soviel Theilschaaren erster 
Art in (18) auf, als das Koefficientensystem von 4, + 4,~ ET besitzt. 

} (@) 

Jedem Elementartheiler (dip, + bods) 


des letzteren Systems entspricht also eme Theilschaar (20) erster Art. 
Dadurch ist die Bedeutung der ay, 0p, e® fiir unsere Schaar volistindig 


108 § 8, 60. 


dargelegt. Bezeichnet man die ET des Systems von 4, + A,y in irgend 
einer Reihenfolge mit 


(Gy Ay + dy Ag), (gy + By dg), « - - (pdr + Bp de)’?, 
so kann man, wie in 44, den aus elementaren Schaaren erster Art be- 
stehenden Theil von (18) kiirzer gleich 


(25) a, (Sa% Yo)eg—h >(KoYo)e -+) Hey exzes Yo)eo+9 >(XoYo Jeo) 
6==1 2... 6) 

setzen; dabei sind diea,|b, so zu bestimmen, dass gaz + hbs = 1 ist. 
(58, 47.) 

Somit bleibt uns nur noch die Aufgabe, die Bedeutung der Zahlen 
ny bez. m,, e, und ny bez. m,, ef aufzudecken. 

Es seien g und w zwei bilineare Formen von je 2” Variabelen 
Ly .--Lny Yy---Yn; Gurch Verschwinden von Koefficienten kann es 
moglich sein, dass die Anzahl beider Reihen von Veranderlichen ver- 
schieden ist, dann ist natiirlich |4,g + 4,w~|=0; aber auch im Fealle 
wirklich gleichviel 2; und y; in 4,o+4,w auftreten, wollen wir 
|4,9 + 4,~|=0 voraussetzen. Der Rang des Koefficientensystems der 
Schaar 4,9 +4, sei tr. Alsdann bestehen zwischen den » Ableitungen 
von 4,9 +4, nach den 2;, ebenso nach den y;, genau m—t un- 
abhingige lineare Relationen, deren Koefficienten homogene Funktionen 
von 4,|A, sind. Wir denken uns nun diese » —r Relationen beide- 
mal so gewahlt, dass sie in den 4,|A, von méglichst niederem Grade 
sind; wir bezeichnen diese Gradzahlen bez. mit 


MaMa ile 
(26) oe ms 
DREN, nme 


und nennen sie die zur singuliren Schaar gehérigen Minimalgrad- 
zahlen. Jede zur Schaar 4,qm +A, uquivalente Schaar besitzt die- 
selben Minimalgradzahlen, wie 24,9 + 4,~, wie man mittelst des auf 
8. 95—96 Bemerkten hichst einfach beweist. Diese Zahlen kann man 
daher als numerische Invarianten der Schaar 4,p + Ay (des Formen- 
paares p, w) bezeichnen. Die Zahlen M;, ebenso die Zahlen M; seien 
in (26) nach wachsender Grésse geordnet. Sind nun die @ ersten M/; 
und die o ersten M,; Null, so kénnen wir die Schaar zunichst in 
eine Aquivalente iiberfiihren, in welch’ letzterer nur noch n—9 =r 
Verinderliche der ersten Reihe und nur noch n—o=s Variabele 
der zweiten Reihe auftreten (53). Diese Schaar verwandeln wir dann 
auf die oben beschriebene Weise in eine reducirte Schaar von der 
Gestalt (18) (vergl. 54—59). Als zur gegebenen Schaar 4,9 + 1,0 
aquivalent, besitzt sie dieselben Minimalgradzahlen, wie jene Schaar. 
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Das Nullsein der @ ersten M; und der 6 ersten M; dokumentirt sich 
in der reducirten Schaar dadurch, dass dieselbe nur noch von r 
Variabelen X und s Variabelen Y abhingt. Die tibrigen Gradzahlen 
M; und M; sind grésser als Null. 

Nun sei 7, eine Theilschaar (21) zweiter Art erster Abtheilung, 
T eine Theilschaar (20) erster Art. Dann sind die Ableitungen von 
T, nach den in 7, auftretenden e® Variabelen X durch eine lineare 
Gleichung G = 0 verkniipft, die in 4,|4, vom Grade e® —1=m, ist. 
Die Ableitungen der Schaar 7,+ 7 nach den in ihr auftretenden X 
sind durch dieselbe Gleichung G=O verkniipft. Denn in 71+ 7 
treten e? + e&) Variabele X auf. Der Rang des Koefficientensystems 
von 7,+ 7 ist & —1+ © (22, Satz d), also sind die Ableitungen 
von 7,+ 7 nach den X in der That durch eine lineare Relation ver- 
bunden, namlich durch die Relation G=0. Analog zeigt man: Ist 
T, eme Schaar erster, 7, eine Schaar zweiter Abtheilung der zweiten 
Art, sind die Ableitungen von 7, nach den X durch eine Gleichung 
G =O verkniipft, so sind die Ableitungen von 7,+ 7, nach den X 
durch die einzige Relation G =O verbunden. Endlich: Sind 7,+ R, 
zwei Theilschaaren zweiter Art erster Abtheilung, sind die Ableitungen 
von 7,(f,) nach den X durch die lineare Relation G,=0(G, = 0) 
verbunden, so sind die Ableitungen von 7,+ R, nach den X durch 
zwei Relationen, namlich durch , 

G,=0, G,=-0 

verbunden. Alle diese Relationen sind unter sich nicht linear abhingig. 
Aehnliches gilt fiir die Ableitungen nach den Y. 

Hieraus schliesst man, dass in (18) so viele Theilschaaren zweiter 
Art auftreten, als es von Null verschiedene Zahlen M; bez. M; giebt, 
und zwar » —t — 9 ~Q, Theilschaaren von der ersten Abtheilung und 
nm —t—6=6, Theilschaaren zweiter Abtheilung. Diese liefern gerade 
o, lineare unabhingige Relationen zwischen den Ableitungen von (18) 
nach den X und o, unabhingige lineare Relationen zwischen den Ab- 
leitungen von (18) nach den Y. Diese Relationen sind in 4, |4, bez. 
NSH Mm, =e, —1 (x=1,2,...9,), 
hme 1 (= 1,2). ..6;). 
Durch lineare Verkniipfung der og, ersten oder der o, zweiten Re- 
lationen kann aber kein neues System von go, bez. 6, unabhingigen 
Relationen gefunden werden, die in 2,|4, von niederem Grade waren, 
als vom Grade m,,... Mo, béz. m,,-..Mo,; daher sind die Zahlen m, 
und m, nichts anderes als die von Null verschiedenen Mimmalgradzahlen 
M; und M,, d.h. es ist bei passender Bezeichnung 


110 § 8, 60—61. 


Mo +41 = Mo41,-- Z M, —2 = Mn —2, 


dU beam a Mo +1, oaiee vi) dpa? SE Mr 
Damit ist denn, da ja 
My=t—1, Mm, =e& —1, 
ny, =2m,+1, hy = 2m,+1 
ist, die Bedeutung der in (18) auftretenden Zahlen m,, m, u.s.w. voll- 
stindig dargelegt. . 
Wir schreiben jetzt fiir alle M; bez. MZ; wieder m; bez. m;. Es ist 
vortheilhaft, auch fiir x =1,2,...0 bez.x=1,2,...6 durch 
My, = 2m,+1, N= 2m,+1 
Zahlen ny und nz einzufiihren. Nicht nur die m,, m,, sondern auch 
die n&, m2 (x =1,2,...~—rt) sind Invarianten der Formenschaar 
4,9 +4,~ (des Formenpaares gy, vy). Da Kronecker im Wesent- 
lichen mit diesen letzeren Invarianten arbeitet, so wollen wir sie 
als die Kronecker’schen Invarianten der Schaar (des Paares) 
bezeichnen. Das Auftreten einer Kronecker’schen Invariante 1 be- 
sagt, dass die Anzahl] der Variabelen der einen Reihe durch lineare 
Substitution um Hins vermindert werden kann. 


(27) 


61. Wir wollen nun annehmen, dass fiir zwei Schaaren 


Apt dod, Apl+ Any! 

bilinearer Formen von je 2” Veriinderlichen x;, y, die Minimalgradzahlen 
und die ET der Koefficientensysteme iibereinstimmen. Diese sind 
dann von gleichem Range t und der grésste gemeinschaftliche Theiler 
aller Subdeterminanten +" Grades aus beiden Systemen ist derselbe. 
Man kann daher bei der Reduktion dieser Schaaren den Konstanten 
g\h beidemal dieselben Werthe beilegen, dann wird die reducirte 
Form (18) von 4,9 + 4, identisch mit der reducirten Form (18) von 
A, 9'+ A,v' (60). Die Schaaren 1, + 4,y und 4,p'+ A,y' sind also zu 
einer und derselben dritten Schaar (18) aquivalent, mithin sind die 
beiden Schaaren unter sich dquivalent. Hs gilt also das Theorem 
von Kronecker: 

X. Stimmen fiir zwei singulare Formenschaaren, die von 
je » Variabelenpaaren abhangen, die Minimalgrad- 
zahlen und die Hlementartheiler der Koefficienten- 
systeme tiberein, so sind sie fquivalent, und um- 
gekehrt.* 


* Auf rationalem Wege kann man daher iiber die Aequivalenz zweier sin- 
guliren Schaaren entscheiden; die Substitutionen, welche eine singulire Schaar 
in eine uquivalente tiberfiihren, sind rational bestimmbar (389). 
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Nachdem wir dieses Resultat aus unseren Entwickelungen gezogen 
haben, mtissen wir uns etwas eingehender mit den Zahlen m,, e®), e 
u. s. w. beschiftigen. Zuniichst sei bemerkt, dass nach (27) die 
Kronecker’schen Invarianten n,, n, stets ungerade Zahlen sind. Ferner 
ergiebt sich aus dem in 59 und 60 Erérterten fiir die zu einer Schaar 

ae v, die von 2» Veriinderlichen abhingt, gehérigen Zahlen 
n®, n°, 72 die Gleichung 

a=—1,2,..."—¢f 

Qn >" ate, i t =1,2,...n—t | 

fH 1,2,... 
wenn wir die friiheren Bezeichnungen beibehalten und in ni) den jetzt 
unnéthigen Index og (S. 108) weglassen. Da n,= 2e, ist, so sind die 
Zahlen n, gerade Zahlen. 

Wir wollen die Theilschaaren (21), (23) und (25) bez. mit 7, 
T°, T, bezeichnen. Besitzt eine singulire Schaar 2,o,+ 4,y bilinearer 
Formen von 2” Variabelen die Minimalgradzahlen 

My, Moy. ++ My M1, My,... 1% 
und das Koefficientensystem derselben die ET 

(AoA, ate body )’o (5 a 1, 2, oe EP); 
und wir setzen 


(28) m,=e&—1, m,= 8-1, 
so kann man nach dem Mis a oie 4,9 +4, in die Schaar 


ast VP 
= STE+ iu they 
Ben D+ Se 


transformiren, wo in R bei ep = 3 es =I, 


Tia T? ='0 
zu nehmen ist. Dabei ist, wenn wir noch 
(29) m= 2m,+1, m=—2m,4+1, m= 2e, 


setzen , 
(30) mf + nf ---+ mp + M2+ m3 + +--+ NPA m1 + Me + +++ + Mp = 2N; 
die 7°, m2 sind ungerade, die n, gerade Zahlen. 

Man denke sich nun umgekehrt fiir ein gegebenes n die Gleich- 
ung (30) in positiven, ungeraden* Zahlen »?, m2? und in positiven 
geraden Zahlen n, gelést; dabei miissen die Zahlen n? und m2 in 
gleicher Zahl auftreten und diirfen nicht fehlen, wihrend die Zahlen n, 
nicht unbedingt in einer Lésung aufzutreten brauchen. Ist dann durch 
die Zahlen 


0 0 rr) PAW) 
We es ex on Ng Niry he < We 


* Von Null verschiedenen. 
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eine solche Liésung der Gleichung (30) gegeben, und man berechnet 
aus diesen Zahlen durch die Gleichungen (29) neue Zahlen 

My, Myy--- Mi, My, Moy--. My C1, Cay.» Ops 
setzt ferner fiir ein vorstehendes m,, m, 

Mm =e&—1, m,—e—1 
und wihlt alsdann fiir die Zahlen ¢, €&, e, in R diese Zahlen 
20 40 20 
EC oye Cry. Cuyt Cop ae Crp gla == ape 


setzt fir em e&=—1, T?—0, fiir ein 4—1, To= O, wahlt ferner in R 
die Konstanten a,, b,, g, h willkiirlich, aber so, dass 
Gast hbs=0. (6 = 1,2. 2) 
ist, dann besitzt die Schaar R die Minimalgradzahlen 
M,, My)... Mt, My, My,... MM, 
und das Koefficientensystem von f besitzt die ET 
(GsApe O54, he (8 = 1,2... .p). 
Dies geht unmittelbar aus 60 hervor. 


Wir wollen dieses Resultat folgendermassen kurz als Theorem 
aussprechen: 


XI. Man kann fiir ein gegebenes m singulire bilineare 
Formenschaaren, die von 2m Variabelen abhiangen, 
bilden*, welche vorgeschriebene Minimalgradzahlen 
haben, und deren Koefficientensysteme vorgeschrie- 
bene Elementartheiler besitzen. 


Sind die Zahlen m,, m, nicht alle grésser als Null, so treten in 
der, wie eben angegeben, zu bildenden Schaar nicht wirklich 2n 
Variabele auf; die Schaar kann ferner nur aus Theilschaaren erster 
Art bestehen, sodass ihr Koefficientensystem gar keine ET besitzt. 

Fasst man eine ordinaére Schaar als eine solche auf, die keine 
Minimalgradzahlen besitzt, lasst ferner in den Theoremen X und XI 
das Wort ,,singulir“ weg, so gelten diese Theoreme X und XI fiir 
Formenschaaren jeder Art (vergl. Theorem VIII und IX). Es herrscht 
also zwischen den Entwickelungen yon Weierstrass und Kronecker 
volikommene Hinheitlichkeit. Dieselbe tritt auch im folgenden Satze 
hervor: 

Die Kronecker’schen und Weierstrass’schen Invarianten einer 
cerlegbaren Schaar sind diejenigen threr Theile zusammengenommen. 


* Oder, wie man auch sagen kann, welche vorgeschriebene Kronecker’sche 
Invarianten haben. 
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Fiir die Weierstrass’schen Invarianten ist der Satz bewiesen 
(Theorem VII in 38), fiir die Kronecker’schen beweist man ihn so: 
Sei die Schaar S in die Theile S, und S, zerlegbar, seien r,, 7, 7 bez. 
die Rangzahlen von |8, |, |S,|, |S | und fiir 


Ny — 1, =, My—h—%, N-LT=Tt 
t U ' 
NE, Ms) Mey Meg 1g as Merete. s 1 My IM, 02 5 It 


die Minimalgradzahlen der ersten Reihe fiir die Schaaren S,, S,, S, die 
von , ,,” Variabelen a; abhiingen médgen. Zuniichst erkennt man, 
dass wegen r=r,+ 7, (22, d) und n=m,+, 
%+ 1% =T 

ist. Nach Kronecker giebt es ferner Substitutionen, die S,, S,, 8 
bez. in 

R, = T? + T?+ JN Te) +K, 

Ro= Te4it Teeet-:+-+ 224+ L, 


iiberfiihren (S. 111, vergl. auch 32). Sind nun a Zahlen m,,... mz, 
b Zahlen mz,41,... mz Null, so hingt die Schaar S’ nur von n— (a+b) 
Variabelen der ersten Reihe ab, d.h.a+6 der Zahlen m/ sind Null. 
Jede Theilschaar 7, (m,>.0) aber von S' liefert eine Relation m,‘™ 
Grades zwischen den Ableitungen von S’ nach den Variabelen der 
ersten Reihe. Zwischen diesen bestehen also 1,-+ 1,—= +t unabhingige 
Relationen, die bez. vom Grade m,, m,,...m, sind. Durch lineare 
Verbindung dieser Relationen kann aber kein neues System von t un- 
abhangigen Relationen geschaffen werden, die von niedrigerem als vom 
Grade m,, m,,...mz in A,|4, waren; daher miissen die Zahlen m) und 
m; tibereinstimmen. Analoges gilt fiir die Gradzahlen der zweiten 
Reihe, womit unser Satz bewiesen ist. 

Man erkennt schliesslich, dass eine singuldre Schaar dann und nur 
dann irreducibel ist, wenn sie ein einziges Kronecker’sches Invarianten- 
paar n{, Ni=1, thr System aber keinen ET besitzt. 

62. Auf Grund des Theorems XI flassificiren wir die singuliren 
Formenschaaren, die von gleichvielen Variabelenpaaren abhangen, unter 
Zugrundelegung unbeschriinkter linearer Transformationen fiir die 
Variabelen beider Reihen genau so, wie dies bei den ordiniren 
Schaaren auf Grund des Theorems IX in 49 ausgefiihrt wurde. 

Gehéren zu einer singularen Schaar 4,A+4,B von bilinearen 
Formen, die von m Variabelenpaaren abhiingen, etwa die unter (29) 
angegebenen Zahlen 2, 7} u.s. w., So sagen wir, die Schaar 4,A + 4,B 
(das Formenpaar A, B) besitze die Charakteristik 


Muth, Elementartheiler. 8 
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(31)! [id nd as eas nes erent) Mingies a) Gin Mey Seen kes ea 
wobei die runden Klammern solche Zahlen », einschliessen, deren zu- 
gehorige Zahlen es = = Exponenten von ETn gleicher Basis sind. 


Zu allen von 2x Variabelen abhingigen singuliren Formenschaaren 
gehért eine endliche Anzahl von Charakteristiken (31), da die Summe 
der Zahlen n2, ng, n, gleich 27 ist, u.s.w., wie in 29, nur dass jetzt an Stelle 
der Gleichung (3) die Gleichung (30), an Stelle von Theorem IX das 
Theorem XI tritt. Schliesslich klassificiren wir wieder, wie in 49, die 
von einer gegebenen Anzahl von Variabelenpaaren abhdngigen singuldren 
Schaaren. Sind in der Charakteristik einer Klasse die Zahlen n?, nicht 
alle gleich den Zahlen 7}, so erhilt man dadurch, dass man in ihr 
die Zahlen mz und 3 vertauscht, nicht die Charakteristik einer neuen 
Klasse, da es gleichgiltig ist, welche Reihe von Variabelen man in 
einer bilinearen Form als die erste ansehen will. Die Schaaren einer 
und derselben Klasse kénnen wegen Theorem X auf eine gewisse 
Normalform (kanonische Form) R gebracht werden.** U.s. w. 

Die Zahl der Klassen von singuliren Formenschaaren, die von 
mn Variabelenpaaren abhingen, die aber in solche transformirt werden 
konnen, die von weniger Variabelenpaaren abhdngen, ist gleich der Zahl 
der Klassen von ordindren und singuldren Schaaren bilinearer Formen, 
die von ~—1 Variabelenpaaren abhangen. Denn stellen die Zahlen 


iby eee rie Gees tic iH Me 28.3 
ein Lésungssystem der Gleichung (30) vor, welches die §.111 an- 
gegebenen Higenschaften besitzt, so ist durch die Zahlen 
Moi oget (aoe Mater 


ein geignetes Lisungssystem der Gleichung 


(32) 2(n—1) = nb + Sn + Sm 
@ ig Y 


gegeben. Geniigen umgekehrt die Zahlen n?,..., 72,... ,, m,-.. 
der Gleichung (32) und besitzen die S. 111 angegebenen Higenschaften, 
nur dass jetzt auch die Zahlen v2, m3 fehlen diirfen, in welchem Falle 


M+ My +-+-=2(n—1), 

6 +e +t::-=n-1l 
ist, so stellen die Zahlen 1, 2,..., 1, M0, ...5 My, Mg, --- CN passendes 
Lésungssystem von (30) vor. 


* Treten keine Zahlen no auf, so bleibt die eckige Klammer weg. 

** Ist die Charakteristik einer Klasse von der Gestalt {11...1; 1 1...1}, so 
verschwinden alle ihr angehdrigen Schaaren identisch; wir wollen dann sagen, 
zur Klasse gehére die Normalform ,,0“. 
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Die Normalformen fiir die Klassen dieser singuléren Formen- 
schaaren, die von ” Variabelenpaaren abhiingen, sind identisch mit den 
Normalformen fiir alle Klassen von singuliren und ordiniren Formen- 
schaaren, die von (m —1) Variabelenpaaren abhiingen. Denn zu der 
Klasse von Schaaren bilinearer, von » Variabelenpaaren abhingiger 
Formen mit der Charakteristik 
Ree ee eins ces ky eae (I8)y << «) vec (Maye as) vc + (ony Mo) 
gehért dieselbe Normalform, wie zu der Klasse von Schaaren bilinearer, 
von » —1 Variabelenpaaren abhingiger Formen mit der Charakteristik 

SMe Peg Fey eons) oC pons) afta ( isa Mp) 
bez., wenn die Zahlen m?,... ”2,... in (33) fehlen, mit der Charakteristik 
iG =e: ye, ) CS — 6). 
Vergl. 49. 
Diese Bemerkungen beniitzend, wollen wir jetzt fiir die Fille 
=1, 2, 3, 4 die Zahl der Klassen bestimmen und die zu den einzelnen 
Klassen gehérigen Normalformen wirklich aufstellen. 
Fiir » =1 gestattet die Gleichung 
2=ni+---4+M+---+n,+--- 
nur eine Lésung der in 61 beschriebenen Art, naimlich die Lésung 
Matt. fy ==)5 
es giebt nur eive Klasse mit der Charakteristik 
{1, 1}; 
sie umfasst die Schaaren bilinearer Formen von einem Variabelenpaare, 
die identisch Null sind. 
Fiir » = 2 hat man fiir die Gleichung 
A=nit nt +mM+m+---+my+ m+: 

die 3 Lésungen: n= 3, Wet} 
2.h=1, W=1, n,—2; 
3. nd = n§ =n? = n$ = 1. 

Zu der der ersten entsprechenden Klasse mit der Charakteristik 
(3, Yj 

bestimmt sich die Normalform wie folgt; zunachst wird 

m,=1, m,=0, eL= 2; 


daher ist R= T?, wo in TY 
ef —1=1 


zu nehmen ist; man erhdlt daher als Normalform 


A, X91 Y2o + Ay XYo Yoo. 
8* 
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Die Normalformen fiir die Klassen [{1,1}2] und {11,11} sind die- 
jenigen fiir die Klassen [1] und {1,1} von Formenschaaren, die von 
einem Variabelenpaare abhingen; die Normalform fiir die ersteren 
wurde in 50 unter a), 1 angegeben, die Schaaren der zweiten sind 
identisch Null (siehe oben). U.s.w. 

Wir stellen jetzt, wie in 50, die Charakteristiken und Normal- 
formen fiir alle Klassen von Formenpaaren, die eine singuldre Schaar 
bilinearer Formen von » Variabelenpaaren bestimmen, fiir die Fille 
m =1, 2, 3,4 zusammen, wobei wir fir X, Y bez. x, y schreiben. 


Klassen der singulaéren Paare bilinearer Formen 
von 2n Variabelen bei unbeschrankter linearer Trans- 
formation der Variabelen im Falle 


a) n=1. 
ares U) 
1S ales at 0. 
b) n = 2. 
1 7) Ti Yio, 
2 edly s 29, yo. 
2. [{1,1}2]] Die Normalformen sind identisch mit denjenigen fiir 


die Klassen von Formenpaaren, die von je einem 
Miiett) Variabelenpaare abhingen (vergl. 50 a), 1, 62 a), 1). 


iss) 


c) n = 3. 
0 ,,0 ORO 
11 Yi + 22 Yi0, 


ier 10 Yir + Xi YYo- 
aos) cht B 
axX0 Yio + Zio Yio-* 

z x1 Yio + A, X10 Yr10 
Bolas aYo Yio + by X10 Yro- 
4. {31, 11} Die Normalformen sind identisch mit denjenigen 
5. ({1, 1} 22] fiir die Klassen von Formenpaaren, die von je zwei 
6. (1, 7} (22)] Variabelenpaaren abhingen, und zwar stimmen die 
a. ffa,4) 4] Normalformen fiir die inlet Reniioias 1eassen 4 bis 

9 der Reihe nach mit denjenigen fiir die Klassen 

8.[(11,11}2] | mit den Charakteristiken {3,1}, [11], [(41)], [{1, 1} 2], 
9.{111, 111} {11, 11} tiberein. 


* Ueber die Charakterisirung dieses Falles durch rationale In- und Kovarianten 
zweier terniren bilinearen Formen vergl. Muth, Ueber terniire bilineare Formen, 
Math. Ann, (92) Bd. 42, Art. 8. 


Reduktion einer Formenschaar nach Kronecker. ey 
d) » = 4. 

@iyie + wie yl + ads yo, 

ado yls + ats yi + aks yo. 

: xh yi + af Y%o + Zo yi ) 

“alo Ylr + rls yLo + Zo Wo. 

: math Yio + ah Yo ) 


0m On AlN 
Zio Yio + £20 Y20- 


SS) 
— 
oo 
we 
rm | 
~ 
—_—~ 


0 On “1 
11 Yi + Le Yio + A, 294195 
. 0 0 0 
x40 yr + ahr ySo + by X19 %10° 


Dec) 0 
Li Yio + Lio Yi + Ay Ayo Yio, 


Or 
 erscraaz | 
aay 
wo 

(sy) 
el 

bo 
janet 


“a8, Yo + Bio Yio + Oy 20 %or 
f 11 YLo + Ay Bio Yio + Ae X29 Yoo 
“£40 Yo +b, LyoY19 + 0: Taq Yoo: 
; 11 Yio + Ay (Lo Y10 + X29 Yoo), 
“Xi0 Yio + Oy (*o4%10 + X20 Yo0)- 
ay Yo + Oy (219411 + 211410) — P29 H10; 
“290 0 + b, (fio Fit te 11410) + I Lo Ys0- 
Dota tty 10> ae ak), iz, (at, 14) 2), 6. (A, 1} 822), 0: [11,1 (22)8)1, 
10. [{1, 1}(222)], 11.[ {1,1} 42], 12. [{1,1}(42)], 13.[{1,1}6], 14.{311, 117}, 
Soapett ere2|, 1G. [iit i192), 0%. [ {11,117 4), ° 18. [fit1, itt} et, 


19. {1111, 1111}- 


8. [{3, 7} 4] 


Die Normalformen fiir diese letzten 15 Klassen sind identisch 
mit denjenigen fiir die Klassen von Formenpaaren, die von je dre: 
Verinderlichenpaaren abhingen, und zwar stimmen die Normalformen 
fiir die Klassen 5—19 der Reihe nach mit denjenigen fiir die Klassen 
mit den Charakteristiken {5,1}, {3,3} u.s.w. tiberein. 

Aus 50 und 62 ergiebt sich, dass in den Fallen n =1, 2, 3, 4 
bez. 2, 6, 15, 33 Klassen von Schaaren bilinearer Formen auftreten. 

Die Theoreme von Weierstrass und Kronecker finden zahl- 
reiche Anwendungen in den Untersuchungen iiber specielle Formen- 
schaaren, auf welche wir in den folgenden Paragraphen eingehen; wir 
gelangen durch dieselben zu einer Reihe neuer Fundamentalsitze 


tiber ET. 


118 § 9, 63. 


§ 9. Symmetrische und alternirende Formen. 
it 


A = Dain wie (ho 1 oh), 


Qik = Ais 


63. Es sei 


wobel 


eine quadratische Form von n Variabelen z,,...%,, deren Koefficienten 
die in 10 fiir die a;, angegebene Beschaffenheit haben mégen. Die 
Determinante der Form A bezeichnen wir mit |A|; das System von 
|.A| ist ein symmetrisches. Die Begriffe ,,ordinare“, ,,singulare“, ,,zer- 
legbare quadratische Form“ definiren wir, wie bei den bilinearen Formen 
in 10 und 22, Sind die a;; lineare Formen zweier Verdnderlichen 
A, |4,, so stellt Ang AAA, 
eine Schaar quadratischer Formen vor (3, Schluss). Die Begriffe 
»Aequivalenz zweier Schaaren“ (Paare), ,,elementare Schaar“, ,,reducirte 
Schaar“ definiren wir, wie es bei Schaaren bilinearer Formen geschah 
(25, 39), nur dass jetzt an Stelle der Substitutionen fiir die Variabelen 
beider Reihen eine einzige lineare Substitution 
(1) Li = O44 L] + O95 Ly + Onin 
fiir die %,, %,...%, tritt. Ist die Schaar A eine singulire, so sind die 
Ableitungen von A nach 2,, %,...2, durch n—vt unabhingige lineare 
Relationen verbunden, wenn t den Rang des Systems von |A| be- 
zeichnet. Wiahlt man diese Relationen so, dass sie in 4,|4, von 
méglichst niederem Grade m,, m,,...m,—z sind, so heissen m,, 
Ms,.--Mny—z die zur Schaar A gehdrenden Minimalgradzahlen. 
Dies vorausgeschickt sei nunmehr 4,4+ 4,6 eine Schaar 
quadratischer Formen yon  Variabelen, und zwar sei 


7 Yin Hie, B= Nix i Me 


Qin = Aiy Dix = Ox: 


(4, &—= 1,-2, «350), 


Dann setzen wir, unter ¥,, Y,,...Y, Wariabele verstehend, 
1 (0A 0A 0A 
5 (4 er ees "YF +94 .y,) =P, 


1/0B OB eB 
5 (22 hia es yt +24) =B, 
Die symmetrischen bilinearen Formen P, und P, (vergl.11) heissen 


die Polarformen von A bez. B*. Fir x,—=—y; (@=1, 2,...m) geht 
P, m A, P, in B, also die Schaar 4,P,+4,P, von symmetrischen 


“Ist P, = 2a;,%,y, eine symmetrische Form, so ist P, die Polarform von 
A= 20,2, 2). 
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bilmearen, in die Schaar 2,.4 ++ 4,B von quadratischen Formen iiber; 
denn es ist 
fok = DS lantig, a = DS ointiys (0, Re 120 1), 
Hs ist ferner 
(2) |a4,A + A,B] =|4,Pa+ a, P,|. 


Durch die Substitution (1) mit nicht verschwindender Determinante 


eee Oy Ogg sss Ong = A 


gehe nun 4 in A, B in B tiber. Setzen wir noch 
A=Sahziat, B= Sbialel G, b=1,2,...n) 
a 2 > 


(3) Yi = Oey; + Oaiy, +--+ Oniyn (= 1, 2,...0), 
so geht bekanntlich durch die congruenten Transformationen (1) und (3) 


hed EW ca 
(vergl. 13) He =Salrelyh (¢, k=1,2,...n), 


iP, in 
Ps = >blaniyh (i, k= 1, 2,...n), 
also die Schaar 
Aeligite Ag Fy 


lead 
iiber. Auch das Umgekehrte ist richtig: Geht durch die congruenten 
Transformationen (1) und (3) P, in Pz, so geht durch (1) A in A 
tiber, u.s.w. Nach Il ist 
[a, Pe + 4,Ps|=A-|4,P.+ 4,.P,|-A, 
also wegen (2) 
|a,A + 4,B| = A?|4,4 +4, B). 

Ueber die Aequivalenz von Schaaren quadratischer Formen gilt 
der Satz: 

14) Sind zwei ordindre (singuliire) Schaaren quadratischer Formen 
von je n Variabelen dquivalent, so stimmen die Elementartheiler ihrer 
Determinanten (ihrer Koefficientensysteme und thre Minimalgradzahlen) 
diberein. 

Denn sind die Schaaren 4,A+4,B und 4,A+4,B iquivalent, so 
sind es auch die Schaaren 4, P, + 4,P, und a, Pa + 4,Ps, also stimmen die 
ET der Determinanten |4,P,-+4,P,| und |4,Pa+ A,Ps| bez. die ET 
der Systeme dieser Determinanten iiberein (39, Satz 12); wegen (2) 
gilt aber das Gleiche fiir die Schaaren 4,A+4,B, 4,A+4,B. Sind 
m,, ™,,...m, die zur (singuliren) Schaar 2,4+4,B gehorigen 
Minimalgradzahlen, so gehéren zur Schaar 4, P, + 4,P, die Minimal- 
gradzahlen 


in die Schaar 


My, May. . It; My, Me)... Me; 


wo bei passender Bezeichnung 


120 § 9, 683—64. 


. ‘ My = My, eed, 2.0. St) 
ist. Denn es ist 


1 Dee eB OLN, ae: 
7 ? y Big Meth. 


2 0 xi O Yi 
20 MANPD PARED Go 1, 9,...0) 
die zu 4,P,+4,P, iiquivalente Schaar 2,P. + 4,P, besitzt ebenfalls 
die Minimalgradzahlen m,,..., ™,,...(m;— m,) nach Theorem X. 


Daraus folgt aber, dass die Schaar 4,A + 4,B die Minimalgradzahlen 
M1) My,... mm besitzt, w. z. b. w. 

Wir wollen im Folgenden zunichst zeigen, dass die Ueberein- 
stimmung der ET nicht nur die nothwendige, sondern auch die un- 
reichende Bedingung fiir die Aequivalenz zweier ordinirer Schaaren 
quadratischer Formen ist. 

64. Um dieses zu beweisen, bediirfen wir folgenden Hilfssatzes: 
Sind die Koefficienten einer symmetrischen bilinearen Form 


A= Sarmy (¢, k= 1, 2,...n) 


ganze Zahlen oder ganze Funktionen einer oder mehrerer Verianderlichen, 
so kann man dA durch eine Reihe von congruenten Hlementar- 
transformationen in eine Form 


A= Dah atyk (@, E=1, 2,...n) 


so transformiren, dass die Subdeterminanten 

Ao = SPF athe --- M0 (owed, 2. an) 
des Systems von |A| sdmmdtlich reguldr in Bezug auf einen Prim- 
theiler » werden, wenn r den Rang von |A| bedeutet.* 

Zum Beweise brauchen wir die Resultate des Artikels 7. Zunichst 
kann man nach dem dort Gezeigten durch congruente Elementar- 
transformationen 2'* Art (vergl. 27, b) die Form A in eine solche 
transformiren, ftir welche die in 7 mit A,, By, Co bezeichneten Sub- 
determinanten ihres Koefficientensystems die daselbst unter 6) an- 
gegebenen Higenschaften besitzen. Bezeichnen wir diese Form wieder 


mit A = >a; xy, und fiihren wir A durch die congruenten Elementar- 
transformationen 3'* Art (27, c) 


' 


ret ! Aas a ae ' re ' 
Ty = Ly, Ly = Xy,...Lyp= XQ, Vo41 = Loti — Lp, Lota = Lot2,--- Xn = My 
poten ! = ! = ! t 
Y= Yip Yo = Yar +-Yo= Yor Yott = Yot1 — Yor Yor? = Yot2, +++ Yn=Yn 
in eine Horm 


* Frobenius, 8. B, 1894, S. 37. 
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A = Dai aiys @, R= 1, 2,...n) 


tiber, so geht die Determinante |A| aus der Determinante | 4| dadurch 
hervor, dass man in |A| die (9 + 1) Zeile von der ot Zeile und 
dann die (@ + 1)** Spalte von der ot" Spalte (oder umgekehrt) abzieht 
(27). Alsdann wird aber 

ae Ay=4,, Ag=Ay,...Agp—1=Ap—1, Aggi=Ag4i, An=An 

(4) Ap = Ap 2 By + CQ, 

wenn A, u.s.w. fiir A bedeutet, was A, ws.w. fiir 4. Dies ergiebt 
sich einfach so, dass man A, zweimal in je zwei Determinanten zer- 
legt. Enthalt nun der grésste gemeinschaftliche Theiler aller Sub- 
determinanten g*" Grades von |A| den Primtheiler p zur Potenz J, dann 
steckt p in By genau zur Potenz 1, in A, und C, zu einer héheren; 
daher steckt p wegen (4) in A, genau zur Potenz 7; d.h. Ag ist eine 
regulire Subdeterminante von |A|. In |A| sind sonach die simmtlichen 
Determinanten A,, Az,.--Ag, Ag+i regulir. Durch weitere Anwendung 
von solchen einfachen congruenten Transformationen bringt man es 
schhesslich zu einer Form A, fiir welche die bei A mit A,,...<A, be- 
zeichneten Subdeterminanten alle reguliir in Bezug auf p werden, w.z.b. w. 

Machen wir noch durch congruente Reihenvertauschungen in |A| 
das erste Diagonalelement zum letzten, das zweite zum vorletzen u.s. w., 
so ergiebt sich, falls speciell A von der Gestalt 

AA— B, 
wo A und B symmetrische bilineare, von 4 unabhingige Hormen vor- 
stellen, und r =n ist, dass man durch congruente Transformationen mat 
ganzzahligen Substitutionskoefficienten 1A — B so wmformen kann, dass 
in der Determinante der neuen Form die S. 10 fiir |AA— B| mit 
Si Si Si"... S@—-  bezeichneten Subdeterminanten sdimmitlich reguldr 
werden in Bezug auf einen bestimmten Linearfaktor von |AA — Bl. 

65. Wir wenden nun die Weierstrass’sche Reduktion in § 6 auf 
eine Schaar symmetrischer bilinearer Formen an. Alsdann wird in 40 
C=1A—B eine symmetrische Form und wir kénnen daher nach 
64 diese Form durch congruente, von 2 unabhiingige Substitutionen so 
transformiren, dass in der Determinante der neuen Form die bei 
|4.4—B| mit S} SJ...S—» bezeichneten Subdeterminanten in Be- 
zug auf den Faktor (4A —c) von |44— B| alle regulir sind. Diese 
Form bezeichnen wir wieder mit 4A — B; sie ist ebenfalls symmetrisch 
(S. 29), so dass jetzt in § 6 

Sin=Sii, Sie? = Si? 
wird, was zur Folge hat, dass in den Gleichungen (7) und (8) x 
und Y dieselben Funktionen der u; bez. v; werden; dasselbe gilt von 
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X,, und Y,, in 42 und, da nun die Substitutionen (19) und (20) in 
43 beide congruente Transformationen sind, auch von X,, und Y,, in 
43, wobei besonders zu beachten ist, dass die X,, und Y,, in (23) 
von 4 unabhingig sind, da das Gleiche von den congruenten Trans- 
formationen (19) und (20) gilt (64). Daher werden endlich in 45 
X,, und Y,, dieselben Funktionen der 4; bez. y;; die Substitutionen (82) 
sowohl als (86) sind congruente Substitutionen, wenn X,, und Yo, als 
zusammengehérige Variabele aus den beiden Reihen von Variabelen 
Xo, und Y,, (44, Schluss) aufgefasst werden. Es kinnen daher durch 
congruente Transformationen A und B bez. in A und B in (36), und, 
wenn A und B beliebige symmetrische bilineare Formen sind, A und 
Bin A und B in (45) transformirt werden, vorausgesetzt, dass 
|a, 4 + A4,B| == 0 ist. 

Nun sei 4, A + 4, B irgend eine ordinare Schaar von quadratischen 
Formen, ferner seien 

(dg Ay beA,)” (6 =1,2,..-m) 

die simmtlichen ET ihrer Determinante; alsdann hat die Determinante 
der Schaar von symmetrischen bilinearen Formen 4, P,+ 4,P, (Be- 
zeichnung wie in 63) dieselben ET; daher kénnen durch congruente 
Transformationen P, und P, auf die Form (45) in § 6 gebracht werden. 
Indem wir #;= y;, Xou = Yo, setzen (63), erhalten wir somit den Satz*: 

15) Sind A und B zwei quadratische Formen von je n Variabelen 
Ly,+++ Hn, ist dre Determinante |4,A + 4, B| == 0, und sind 

(dg 4, + bad)? (6 =1, 2,.. =m) 

thre sammtlichen Elementartheiler, so kann man durch eine lineare 
Substitution die Formen A und B gleichzeitig bez. in 


A= Ao Oe Xa)eg —h > (Xe Xo)e, —1) 
B= yee (X, Xo)eq -- 9 > (Xo LO ay 


transformiren, wo g|h beliebig, aber so zu wihlen sind, dass 


(5) 


IgA +hB\--0 
ist, und die Verhiiltnissgrossen ag| be so zu bestimmen sind, dass 
AcgGg +t boh=1 


ist. 
Dabei hingen die X,, mit dem 2; nach (32) in § 6 durch lineare 
Gleichungen von der Form 
1 
(6) XGi ae VC. (Cien x, + Coon Xo ae PS “te Cee In) 
* Weierstrass, BM 1868, 8.332334 (Ges. W. Bd, §. 39 — 41). 


*“* Biir eg =1, ist (XoXo)e,—1 gleich Null zu setzen; dies ist im Folgd. 
stets zu beachten. 
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zusammen, wo Cg und die Coy (9 =1,2,...m) ganze Funktionen von 
Aco, bs und den Koefficienten der Formen A und B bedeuten. 

Stimmen nun fiir zwei ordiniire Schaaren von quadratischen Formen 
die ET ihrer Determinanten iiberein, so sind beide Schaaren einer und 
derselben dritten Schaar (6) dquivalent; daher sind sie unter sich 
aquivalent. Also ist die am Schlusse von 63 ausgesprochene Behauptung 
bewiesen, und es gilt somit das Theorem:* 

XIU. Zwei ordiniire Schaaren quadratischer Formen von 
m Variabelen sind dann und nur dann dquivalent, wenn 
die Elementartheiler ihrer’ Determinanten iiber- 
einstimmen. 

66. Die Schaar 2,A + 4,B in 48 (vergl. Theorem IX) besitzt, wie 
wir eben gesehen haben, symmetrische Grundformen; die ET ihrer 
Determinante sind 


(GpAg4 Pods)? (Ome, 25.2.2), 
wenn wir die a,|bo, @> so wahlen, wie in Theorem IX angegeben 
wurde. Lassen wir nun in 4,A+/,B 

XG nu aad Vou 

werden, so geht diese Schaar in eine Schaar von quadratischen Formen 
iiber, welche dieselbe Determinante hat, wie 2,A+4,B (63); die 
Determinante dieser Schaar von quadratischen Formen hat also die ET 

(gd, + Dodg)o (6 =1,2,...m). 
Also gilt das Theorem** 

XI. Wahlt man in 


A= S'ta( Xi Xe)uy— Xo Xe)eg— 
B= S1bo(XoX.).,+ I S(KoXe)ept 


die positiven ganzen Zahlen ¢,...e, und die Kon- 
stanten g|h, a |b, beliebig aber so, dass bei ge- 
gebenem 
Ete te + enn, 
gaz + hb, == 0 


ist, so besitzt die Schaar 2,A+4,B quadratischer Formen 
von ” Variabelen X,, die Elementartheiler 


(God, —- bg A,y)%o (6 > i Pag, one m). 
* Weierstrass, l.c. (vergl. auch Gundelfinger in Hesse’s Raum- 


geometrie, Leipzig (76), Suppl. IV). 
** Weierstrass, BM 1868, 8. 335 (G. W. Bd. Il, S. 41). 
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Die Schaar 2,A+4,B ist zerlegbar, ihre Theile sind irreducibel 
(48, Schluss), sie ist eine reducirte Schaar von quadratischen Formen. 

Hervorgehoben werde noch, dass allgemein eine ordindre Schaar 
quadratischer Formen eine elementare ist, wenn ihre Determinante eimen 
einzigen ET besitzt. (Vergl. die eben citirte Stelle.) 

Aus den Theoremen XII und XIII folgert man den Satz (51): 

Damit sich zwei quadratische Formen A und B von je n Variabelen 
durch dieselbe lineare Substitution auf die Gestalt 

A=a,X?+a,X24---+a4,Xi, 

B= 6, X?+ b, X24.---+6, Xi 
bringen lassen, wo dg|\bo (6 =1,2...n) nicht gleichzeitig Null sind, 
ist nothwendig und hinreichend, dass die Determinante |1,A + 1, B)| == 0 
ist und nur lineare Elementartheiler besitzt.* 

Wir definiren jetzt den Begriff ,,Charakteristik einer ordi- 
niren Schaar von quadratischen Formen“ so, wie fiir ordinire 
Schaaren bilinearer Formen in 49, und klassificiren die Schaaren (Paare) 
quadratischer Formen, die von einer gegebenen Anzahl Variabelen ab- 
hingen, bei unbeschrinkter Transformation der Variabelen genau so, 
wie es a.a.Q. geschah. Zu jeder Klasse von Formenschaaren gehért 
eine gewisse Normalform, auf welche alle Formenschaaren derselben 
gebracht werden kénnen. Fiir die Falle »=1,2,3,4 ist die Zahl der 
Klassen aus 50 bekannt, man erhialt die zu den einzelnen Klassen 
gehérigen Normalformen, indem man daselbst aou.= You Setzt. Man hat 
daher folgendes Schema: 


Klassen der ordinaéren Paare quadratischer Formen 
von #” Variabelen bei unbeschrankter Transformation 
der Variabelen im Falle 
a) 2 = 1. 
ieee 
b, 2). 
b) n = 2. 
Ay iy + MpXiq, 
Eesha ae eter cee 
1“10 220° 
yy, teint th)» 
by (Zig + Xp). 
3, [2]: ae LyX, — hx}, 
1%i9%y, + Ip. 


Ls 


pe ene | 


* Weierstrass, BM 1868, S. 835336 (Ges. W. Bd. II, S. 41—42). 


Symmetrische und alternirende Formen. 125 


6) 0 =3: 
iomae tes: 1240 a5 Ao %0 2 “3509 
b, q+ 0,235 + bs X5q- 
2. [1(11)]: Normalform, wie c) 1, aber a,=a,, b, = },. 
3. [(111)]: : » &) 1, aber’ a,=a,—<a,, 
2, 4 %Xqy + Oy 22, — h2?,, res 1 
4, [21] i 


1 . 
” 20, LyX, + d,x5y + I X3q- 
5. [(21)]: Normalform, wie vorstehend, aber a,=a,, b, = bg. 
[3]: Ay (Xo Xy2 + 2},) — hay, 
by (yo X3p + 2i4) + 9 LyX 1- 


S&S 


U. 8. w.* 

67. Sind zwei ordinére symmetrische Formenschaaren 4, A + 4, B, 
4,A+ 4,B aquivalent, so stimmen die HT ihrer Determinanten iiber- 
ein (Theorem VIII), und sie sind daher stets auch congruent in dem 
Sinne, dass die eine in die andere durch congruente von 4,|A, un- 
abhingige Substitutionen tibergefiihrt werden kann (65). Dieses wichtige 
Ergebniss der Untersuchungen von Weierstrass gilt aber auch, wie 
Kronecker** gezeigt hat, fiir singuldre symmetrische Formenschaaren, 
d. h., sind zwei solche Schaaren dquivalent, also die Bedingungen des 
Theorems X erfiillt, dann sind sie auch im angegebenen Sinne con- 
gruent. Dass die fiir die Aequivalenz im weiteren Sinne nothwendigen 
Bedingungen auch fiir diese engere Art der Aequivalenz zweier ordiniiren 
oder singuliren Schaaren von symmetrischen bilinearen Formen noth- 
wendig sind, ist ja selbstverstindlich, ,,dass sie aber auch hinreichend 
sind, ist von vornherein nicht zu erwarten und ist“, wie Frobenius 
mit Recht bemerkt,*** ,,eines der interessantesten Ergebnisse jener Unter- 
suchungen von Weierstrass und Kronecker“. Den inneren Grund 
dieser Erscheinung hat Frobenius aufgedeckt in seiner fiir die con- 
gruenten Transformationen fundamentalen Arbeit: Ueber die cogredienten 
Transformationen der bilinearen Forment+ Indem wir nachstehend 
seine ebenso einfachen, als eleganten Ausfiihrungen wiedergeben, er- 
langen wir zugleich das Mittel, die langwierigen und ermiidenden 


* Killing, Der Flachenbiischel II. 0., Inaug.-Diss., Berlin 1872. Die Normal- 
formen fiir den Fall »=4 findet man auch bei Gundelfinger, Hesse’s 
Raumgeometrie, 3. Aufl. (76) Suppl. IV. 

** SB 1890, 8.1375 flg.; 1891, 8.9 fig. und S. 33 fig. 
** SB 1996, 8. 8. 
+ SB 1896, 8. 7 fig. 
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Kronecker’schen Entwickelungen* vollstindig zu umgehen; wir be- 
dienen uns dabei der in § 2 gebrachten symbolischen Rechnung mit 
Formen. 

Die symmetrische bilineare Form von 2n Variabelen A gehe durch 
die Substitutionen P, Q in die symmetrische Form B iiber; es sei 
also symbolisch (11) 


(7) B= PAQ. 
Bildet man hier rechts und links die conjugirten Formen, so kommt (II, 5) 
B= Or, 


da B' = B, A'= A vorausgesetzt wurde. Hs ist also 
PAQ == QCA Pi 
(Ol 2 PA ACD Os) 


woraus 


folgt (12). 
Setzen wir nun 


OI Pate bh Oa, 
so haben wir die Gleichungen 
JA = AU; 
(A= (CAO =(A0)T=AU™ 


allgemein also, wenn & eine ganze, positive Zahl, 


A= AU. 
daraus folgt, dass fiir eine beliebige ganze Funktion 7(U) von U (Il, 4) 
(8) y(U) A = Ax(U') 
ist. Wir wollen die Form 7(U) so gewihlt denken, dass 

 iaig 2 


ist. Dann folgt aus (8) 
A= 4(U)—*Ax(U), 
| B= Px(U)~*4x(U)@ 
oder, wenn wir 
By Uh Sie UO = se 
B=SAR 


wird. Damit nun S und & congruente Substitutionen seien, haben 
sie die Bedingung S = R’ zu erfiillen (13), d.h. es muss 


so dass wegen (7) 


setzen, 


* Nicht nur die a. zuletzt c. 0., sondern auch diejenigen in BM 1874, 
S. 397— 447 (G. W. Bd.I, 8.424—453). Vergl. § 10. 
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oo Py(U)-* = [x(U") Q]'= Q'4(V), 
P= QU), Ot P= 40)? = U, 


=) 0 
sein (19). Denken wir umgekehrt unter den Quadratwurzeln aus U* 
eine bestimmte ausgewahlt und bezeichnen diese ganze Funktion von U 
voriibergehend mit V. Unter den Wurzeln von JU’ ist dann sicher 
eine, die gleich V' ist (19), so dass wir, wenn wir unter YU’ gerade 
diese ganze Funktion von U' verstehen, 


¥ 


Vu'=y' 
Vix (P'Q-28 
setzen diirfen. Dann wird aber fiir R= V'Q oder 
R=(P'Q-)#, 
(9) R'AR=Q'VAV'Q. 


Nun gilt aber die Gleichung (8) fiir jede ganze Funktion von 
U, insbesondere also auch fiir V, d.h. es ist 


VA=AY'; 


oder 


dadurch geht (9) in ; 
RAR = VAV'0 = Q'AU'O 
tiber, da V'? = U' ist. Daher wird 
R'AR=Q'AP'Q-1Q = Q'AP'=B, 
B= hh AL: 


nun ist aber |R|=|V'|-|@|=+|U'[F-|@| nach Gleich. (85) in 20 
oder es ist - . 
en |R|=+|BP-/QP—+ViPTelSo, 

16) Kann man eine symmetrische Form A in eine ebensolche Form B 
durch irgend zwei Substitutionen P, Q, deren Moduln nicht Null sind, 
transformiren, dann kann man stets auch congruente Substitutionen R', R 
mit nicht verschwindenden Determinanten angeben, welche A in B iiber- 
fiihren. 

Das Interessante dabei ist, dass R von den Substitutionen P und 
Q allein abhiingt, nicht aber von A oder B. Sind daher A,, A,, Az,... 
mehrere symmetrische Formen derart, dass 


* Es ist |U|=|Q'—1|- iPi=i =e weder Null noch unendlich. 


Gok 
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ebenfalls symmetrische Formen sind, so ist 
PA,Q= R'A,R, PA,Q=Rf'A,R, PA,Q = R'A,R,... 
und somit fiir beliebige 2,, 4,, d3,..- 
P(A, Ay + 4g Ag + 434g + °°) 0 = B'(A, A, + 44g + 4,A,+:---)R. 
Insbesondere hat man fiir Formenschaaren den Satz: 


17) Sind zwei Schaaren von symmetrischen bilineare Formen dqui- 
valent, so sind sie stets auch — im oben angegebenen Sinne — congruent. 

Damit ist das Weierstrass’sche Resultat auf einem zweiten Wege 
und das Kronecker’sche neu hinzu gewonnen. 

Um die congruenten Transformationen zu finden, welche eine 
ordinire Schaar 4,4 + 4,B von symmetrischen bilinearen Formen in 
eine Aquivalente ebensolche Schaar 4,A + A,B iiberfiihren, mussten bei 
Weierstrass von vornherein die ET, also Irrationalitaten, eingeftihrt 
werden (§ 6 u. 65). Bei der eben geschilderten Methode von 
Frobenius legt die Sache anders. Man kann namlich zunichst auf 
rationalem Wege aus den Koefficienten der Grundformen der aqui- 
valenten Schaaren 4,4 + 4, B und 4,A+ A,B Substitutionen P, Q be- 
rechnen, welche A in A, B in B iiberfiihren (39); aus diesen Sub- 
stitutionen werden dann, wie vorstehend beschrieben, congruente Sub- 
stitutionen R', R berechnet. Bei der Bestimmung von AR muss eine 
algebraische Gleichung gelést werden (18, 19), es sind also auch hier 
naturgemiiss Irrationalitiiten unvermeidlich, aber der besondere Vor- 
theil der hier entwickelten -Methode besteht darin, dass diese un- 
umginglichen irrationalen Operationen erst am Schlusse der ganzen 
Rechnung auszufiihren sind.* 

Aus Theorem VIII in Verbindung mit dem Satze 17) folgert man 
direkt — ohne eine reducirte Schaar zu Hilfe zu nehmen — das 
Theorem XII. (Vergl. den Beweisgang in 65.) 

Nunmehr soll der Satz 17 fiir die singuliren Schaaren qua- 
dratischer Formen in Anwendung kommen. 

68. Wir denken uns nun bei der Reduktion einer singularen 
Schaar in § 8 eine symmetrische Schaar 4,9 + 4,y zu Grunde gelegt. 
Der Rang ihrer Determinante sei wieder tr. Die » —t Minimalgrad- 
zahlen m; stimmen mit den » — 7 Minimalgradzahlen m; iiberein (63). 
Jeder elementaren Schaar (21) in der reducirten Schaar ist daher eine 
elementare Schaar (23) zugeordnet, wenn wir m,=m,, also e2 = @ 
nehmen. Betrachten wir zwei derart zusammengehorige Theilschaaren 


* Frobenius, l.c. 8.9. 
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zweiter Art, so haben dieselben, wenn wir den Index x als momentan 
tiberfitissig weglassen, und m, fiir e? — 1= e —1 schreiben, die Gestalt 


Ay (XO Yrs + XB VP +--+ XR Y0)+ As (X90 YR_1 + XO VS_24-----. +X?,-1Y9), 
Ay (XO YR + X98 V9 +--+ X81 YP) 4 Ay (XB V9 1+ XP V9 _94---4X0_ VP), 


Wir betrachten nun die Summe dieser beiden Schaaren; sie ist von 
2m-+1 Variabelen X und ebensoviel Variabelen Y abhingig; ihr 
Koefficientensystem ist vom Range 2m (22, Satz d, 59) und besitzt 
keme ET (Theorem VII, 59). Diese Summe bleibt ferner ungedndert, 
wenn man die im Folgenden unter einander stehenden Variabelen 

SES oie Outil Ca oe) dol 

Vee et Pens Ve 
vertauscht. Analoges gilt fiir je zwei andere zusammengehdrige 
Theilschaaren zweiter Art. Die Theilschaaren (25) erster Art aber 
bleiben bez. ungeindert, wenn man X,, und Y,, vertauscht. Ls wird 
also die reducirte Schaar symmetrisch, wobei X2, und Y%,, X%, und 
Yeu, Xoyu und Yo, bez. als zusammengehérige Variabele zu betrachten 
sind. Nach unserem Satze 17) kann man also die singuldre symmetrische 
Schaar in thre reducirte Schaar durch congruente von i, | A, unabhdngige 
Substitutionen tiberfiihren, deren Moduln nicht Null sind. 

Da hier ferner m = m;, also n? = 79 ist (8.110), so ergiebt sich 

wegen >= 2e, die Gleichung (30) als 


7} = 
2 s'n0 + 2 Sle, = 2n 
oder 
(10) mt n§t---+ nite tet:-+q—n, 


wo t=n—tT. 

69. Es sei jetzt eine singulire Schaar quadratischer Formen 
4,4 +4,B von n Variabelen 2,, %,...%, gegeben, t der Rang ihrer 
Determinante, »—+t=t; m,, m,,... m seien die Minimalgradzahlen 
dieser Schaar und 

Kigdt bgAg) (Ome 1, 255.0.p) 
die ET ihres Koefficientensystems. Alsdann besitzt, wenn, wie in 63, 
P, die Polarform von A u.s.w., die singulire symmetrische Schaar 
4,P.,+4,P; von bilinearen Formen die Minimalgradzahlen 


My, May.» My My, Mey... Me 


und ihr Koefficientensystem die eben aufgefiihrten ET (S.119—120); die 

Kronecker’sche reducirte Schaar ist dann ebenfalls symmetrisch, und 

man kann 1,P,-+ %,P, in dieselbe durch congruente Transformationen 
Muth, Elementartheiler. 9 
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R', R fiir die x; bez. y; tiberfiihren, die so beschaffen sind, © dass die 
es Ko Xo, bez. dieselben Funktionen der x;, wie die Y2u, Yzu; 
Yo, der y; werden (68). Lassen wir jetzt y; mit 2; QG-=dy 2, sea) 
zusammenfallen, so stimmt jedes Y mit dem entsprechenden X iiberein, 
P, geht in A, P, geht in B und die reducirte Schaar in eine Schaar 
von quadratischen Formen der Variabelen X iiber, die wir mit 
4,A + 4,B bezeichnen wollen. Die gegebene Schaar 24,4 + 4,B von 
quadratischen Formen kann also durch eine lineare, von 4, |4, unabhingige 
Substitution R’ in diese Schaar 2,A+1,B transformirt werden, deren 
Gestalt wir uns jetzt niher betrachten wollen. 

Lassen wir in der angegebenen Weise die Y mit den X zusammen- 
fallen, so erhilt man aus einer Theilschaar (20) in 59 eine Schaar 


erster: Art 
ihe Oxz (XoXa)-q—h (Xe Xz)s,~1) 
+ dy (Dba (Ko Xo)e, +9 S)(KoXo)-.—1); 


die Konstanten g|h sind willkiirlich, aber so gewihlt, dass der grésste 
gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten 1 Grades von 
|A,4 + 4, B| nicht Null wird fiir 4; =g, 4, =h, die Verhialtnissgréssen 
ao|bo so bestimmt, dass GG behead 


(11) 


ist. 

Die Theilschaaren zweiter Art ziehen sich paarweise zu Schaaren 
zweiter Art 
Tr=hy (Xe. xe My—t1 Spo + Xz, m, Xeo+ KX my, =o +X°, m,—1Xz1) 


+A, (XU a + Xo, ae. 4 eee 6 ENS te (a -+X° mye xo) 
oder 


(12) Te = hy >)2 Xt Key t dy >) 2X8, wi Xt (u=1,2,...m,; wt+v—m,) 
zusammen (vergl. 68); m, ist grésser als Null. 

Fassen wir die seitherigen Ergebnisse kurz zusammen: 

Sind m,, m,,...m, die zu einer singuliren Schaar 4,4 + 4,.B von 
quadratischen Formen von m Variabelen gehérigen Minimalgradzahlen, 
sind ferner (ag, + BoA.) (oc =1, 2...) 


die simmtlichen Elementartheiler ihres Koefficientensystems, so kann 
man dieselbe in eine iquivalente Schaar 


x= = 
(13) R= D> i = 
%=1 o=1 


umformen, wo fiir m,=—0, T2=0 zu setzen ist, wo ferner die 
Konstanten g|h willkiirlich, aber so gewahlt sind, dass der grisste 
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gemeinsame Theiler aller Determinanten (n— t= 1) Grades des 
Koefficientensystems von 4,4 + 4,B fiir 
A= 9, Ay=h 
nicht Null wird, und die Verhiltnissgréssen a,|b, der Gleichung 
Ag+tbh=1 (6 =1, 2,...p) 
entsprechend gewihlt sind.* 
Da die Schaar 4, P, + 4,P, die Minimalgradzahlen 
Mien Ws, My = «<I, 
wo m,=m,, besitzt und ihr Koefficientensystem dieselben ET, wie 
das der Schaar 4,4 + A,B (63), so besteht nach Gleichung (10) in 


68, wenn wir 


(14) ne=2m,-+1 (x —1, 2,...t) 
setzen, die Gleichung 
(15) mi + nit ---+ntete+t---+e =n 


Wir bezeichnen die durch (14) definirten ungeraden Zahlen als die 
Kronecker’schenInvarianten der singuliren Schaar von quadratischen 
Formen 4,4 + 4, B (des Formenpaares 4, B); den Klammerausdruck 


are sete rises, Mob Crt ols )icens (Cosaras. | 
(vergl. 62) nennen wir die Charakteristik der singuliren Schaar qua- 
dratischer Formen 4, 4+ 1, B (des singuliiren Formenpaares A, 5). 
Hine singulire Schaar quadratischer Formen ist dann und nur dann 
irreducibel, wenn sie eine einzige Kronecker’sche Invariante, ihr Koeffi- 
cientensystem aber keinen ET besitet. 

Das Auftreten von « Kronecker’schen Invarianten n = 1 besagt, 
dass die Schaar R nur von n —« Variabelen X abhingt; eine Schaar 
T? in R hingt von n° Variabelen X ab (68), eine Schaar J, von eq; 
hieraus erschliesst man direckt die Richtigkeit der Gleichung (15). 

Tritt bei geradem m nur eine Zahl n} auf, so kann diese héchstens 
gleich » —1 sein, und es tritt dann noch ein ET auf; man hat 

ni=n—1=—2m,71, 
Nn — 2 
LS toms nee 


Tritt bei ungeradem » nur eine Zahl n°, auf, so ist diese héchstens 
gleich n, in welchem Falle kein ET auftritt; man hat dann 
ni=n=2m,+1, 
M1 | 
2 


n= 


* Kronecker, SB 1891, S. 34—35. 
** Kronecker, l.c. 58. 41. 
9* 
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Hine Theilschaar 7? zweiter Art der zerlegbaren Schaar R ist 
von 2m,-+1 Variabelen X abhingig, ihr Rang ist 2m,, also sind die 
Ableitungen derselben nach den X durch eine Gleichung verkniipft, 
die in 4,|4, vom Grade m, ist; ET besitzt das Koefficientensystem von 
T° keine. Dieses entnimmt man unmittelbar aus 59, wenn man vorher 
zur Polarform von T° tibergeht. Die Schaar 7? ist mithin eine 
elementare Schaar; das Gleiche gilt von jeder Theilschaar 7, in R 
(48, Schluss). Also ist R_ eine reducirte Schaar von quadratischen 
Formen. 

70. Stimmen fiir zwei singulire Schaaren yon quadratischen Formen, 
die von je ” Variabelen abhingen, die Minimalgradzahlen m,, m,,... mz 
und die ET (aod, + boA,)* (6 =1,2,...) ihrer Koefficientensysteme 
iiberein, so sind dieselben zu einer und derselben reducirten Schaar R 
iquivalent (69), mithin auch unter sich. Also: 

XIV. Zwei von gleichvielen Variabelen abhingige singulire 
Schaaren von quadratischen Formen sind dann und 
nur dann aquivalent, wenn die Minimalgradzahlen der- 
selben und die Elementartheiler ihrer Koefficienten- 
systeme tibereinstimmen.* 

Wahlt man bei der Bildung einer singuliren, von » Variabelen- 
paaren abhingigen Schaar, welche vorgeschriebene Invarianten 


nh, WD, (doky + Dol) 
besitzt (S. 111—112), die Zahlen 2 und 72 so, dass 


0 A) 
no = 12 
also a se 


(16) mtngt---tnft+tetet-:-+e=n 
wird, so erhalt man eine symmetrische Schaar R (68); durch Ueber- 
gang von A zu einer Schaar quadratischer Formen (indem man 
ee Soy, 
u. s. w. werden liisst) erhilt man alsdann eine Schaar, welche von 
n Variabelen abhiingt, singular ist und die Minimalgradzahlen m,, ... m; 
besitzt, deren Koefficientensystem ferner 
o ,)*o = are 

zu ETn hat. ene a ee 2 

Man denke sich die Gleichung (16) in positiven, ungeraden 
Zahlen n? und in positiven Zahlen e, gelést; dabei mtissen die Zahlen n° 
wirklich auftreten, wihrend die Zahlen e, in einer Loésung fehlen 
diirfen. Ist dann durch die Zahlen 


* Kronecker, 8 B1891, 8.38flg. Die Transformationen, welche eine singuliire 
Schaar in eine iquivalente tiberfiihren, bestimmt man nach 39 und 67. 


Symmetrische und alternirende Formen. 133 


Wert ee Ne, Crt Gy i. Gp 
eine solche Lésung der Gleichung (16) gegeben, und man bestimmt 
za diesen Zahlen n? durch die Gleichungen 
nme=2m,+1 (x=—1,2,...2) 
neue Zahlen m,,m,,... 2%, wihlt dann in (13) S. 130 fiir die m,,. é 


diese Zahlen 
Wiig hINa siamo NOs Ol AEs yb wee, 


setzt ftir m, =O dabei 7?—0, wihlt ferner die Konstanten g|h, ac| bo 
beliebig, aber so, dass “ 

Gtsthbb ZO (6 =1,2,...p) 

ist, so besitzt diese Schaar (13) quadratischer Formen von m Variabelen 


die Minimaleradza 
gradzahlen M,, Mg... 1M 


und ihr Koefficientensystem die ET 
(gd, + Bci,)'o (6 =1,2,:..p). 
Mit anderen Worten: 

XV. Man kann bei gegebenem » singulire von m Variabelen 
abhangige Schaaren quadratischer Formen bilden, 
welche vorgeschriebene Minimalgradzahlen haben und 
deren Koefficientensysteme vorgeschriebene Hle- 
mentartheiler besitzen. 

Auf Grund dieses Theorems Alassificixt man die singularen 
Schaaren (Paare) quadratischer Formen, die von gleichvielen Variabelen 
abhingen, in der wiederholt beschriebenen Weise (49, 62). Was die 
Aufstellung der zu den einzelnen Klassen gehérigen Normalformen 
anbelangt, so gelten hier analoge Bemerkungen, wie 8. 114—115. Fiir 
m=1, 2, 3, 4 koénnen wir die Normalformen direkt aus 62 ent- 
nehmen, indem wir die Entstehung der reducirten Schaar R dieses 
Paragraphen aus der gleichbenannten in § 8 im Auge behalten. Wir 
finden so folgende 


Klassen der singulaéren Paare quadratischer Formen 
von ” Variabelen bei unbeschrankter Transformation 
der Variabelen im Falle 


a) n=1. 


Ls {1}: 0. 

b) 2 = 2. 
Die Normalformen sind identisch mit denjenigen fiir 
die Formenpaare, die von je eimer Variabelen abhingen 


21166, a), 15 70,-), 1) 
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,. 20442409 ey 
B11 ga ae, 
2. [{1}11] | Die Normalformen sind identisch mit denjenigen fiir 
3. [{1} an] die Klassen von Formenpaaren, die von je zwei Variabelen 
ii 1 ie Normalformen fiir die 
4. [{a}e] abhingen, und zwar stimmen die 
linksstehenden Klassen 2—6 der Reihe nach bez. mit 
5. [{11} 1] denjenigen fiir die Klassen mit den Charakteristiken [11], 
6. (1s}) ffxi], [2], Ea}, {11} terein. 
ee 
fan ae 


Dae, tee higs 
2. {31}, 38. [{1} 119], 4. [a}anal, 5) {1} ain, 6. fen, als eoe 
8. [{1}3], 9. [sa}isl, 10. [{at}anh Wapsyel, 12s, islasie: 


Die Normalformen dieser letzten 12 Klassen sind identisch mit den- 
jenigen fiir die Klassen von Formenpaaren, die von je drei Variabelen 
abhiingen, und zwar stimmen dieselben der Reihe nach mit denen fiir 
die Klassen mit den Charakteristiken {3}, [111], u s.w. iiberein. 

Nachdem wir unter I die Hauptfragen tiber die Reduktion, Aequi- 
valenz und Klassifikation der Schaaren quadratischer Formen dadurch 
beantwortet haben, dass wir von Schaaren bilinearer Formen ll- 
gemeiner Art zu solchen mit symmetrischen Grundformen und dann zu 
Schaaren quadratischer Formen iibergingen, wollen wir uns nachstehend 
mit Formenschaaren beschiftigen, welche entweder eine symmetrische 
und eine alternirende oder zwei alternirende Grundformen besitzen. 


De 
7. Der Satz 16 in 67 gilt nicht blos fiir symmetrische, sondern 
auch fiir alternirende Formen. Denn sind daselbst A und B alter- 
nirende Formen, so folgt aus der symbolischen Gleichung (7) 


B= PAQ 
= = ft lee ! 
oder Pa WGe le 
Bean (AP! 
wie in 67; daher bleiben auch die weiteren Entwickelungen daselbst 
fiir alternirende Formen giltig. — Sind also A,, 4,, A,,... mehrere 


* Killing, a.8.190 u.0.; Clebsch-Lindemann, Vorl. u. Geom. Leipzig (91) 
Bd. II 8.236. Der strenge Nachweis fiir die Vollstindigkeit der daselbst auf- 
gestellten Paare wird erst durch die citirten Arbeiten Kronecker’s in SB 1890 
und 1891 erbracht. 
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theils symmetrische, theils alternirende Formen, und gehen diese 
Formen durch dieselben Substitutionen P, Q@ in Formen PA, Q, PA, Q, 
PA,Q,... tiber, die ebenfalls symmetrisch bez. alternirend sind, so kann 
man Substitutionen &', R berechnen derart, dass bei beliebigen Werthen 
von 4,, 4,, 43,... symbolisch 


P(A, A, + 4,4,+ 4,4,+---)Q=R (A, Ay + dg -Ay + As A, + awe 
ist. Insbesondere hat man den Satz tiber Formenschaaren: 

18) Sind zwei diquivalente Formenschaaren 4, A, + ’,A,, 4, B, +4, B, 
beide symmetrisch oder beide alternirend*,«oder sind thnen A, und B, 
symmetrische, A, und B, alternirende Formen**, so sind die Schaaren 
stets auch — im S. 125 angegebenen Sinne — congruent. 


Diesen wichtigen Satz brauchen wir zur Ableitung eines Fundamental- 
satzes tiber congruente Formen in § 10, woselbst auch das nun zu 
beweisende Theorem XVII iiber die ET des Koefficientensystems einer 
Schaar 24,4 + 2,B bei symmetrischem A und alternirendem 'B zur 
Anwendung gelangt. Der Beweis dieses Theorems XVII stiitzt sich 
auf einen von Stickelberger gefundenen Satz, der an dieser Stelle ge- 
geben werden médge. Wir bedienen uns im Folgenden wieder der 
symbolischen Rechnung mit Formen (§ 2). 

Der Satz von Stickelberger lautet so: 


XVI. Sind A und B zwei bilineare Formen von je 2n 
Variabelen %,,...2%n, Y,,;---Yn, 18t die Determinante 
|AA —B]| nicht identisch Null und 4=c eine Wurzel 
der Gleichung |AA — B| = 0, sind ferner 

(A—c)*, (A—c)%,... 
die simmtlichen zur Basis 1—c gehérenden Hlementar- 
theiler von |AA—B| nach abnehmender Grésse der 
Exponenten geordnet, und man entwickelt (AA — B)-! 
nach steigenden Potenzen von 4— ec, so beginnt die 
Entwickelung mit einem Gliede von der Gestalt 
(16) Hil 6), 
wo H eine bilineare Form bedeutet; ist der Rang 
von |H| gleich 7, so ist 

C= GC, rte 


* Frobenius, Crelle’s Journ. (79) Bd. 86, 8.168; SB 1896, S.13—14. 
** In diesem Falle kann man Satz 18) auch aus einem Satze von Kronecker 
folgern, den wir in § 10 beweisen werden (vergl. daselbst Satz 19). 
** Stickelberger, Crelle’s Journ. (79) Bd.86, 8. 20flg., Satz VI. Obiger 
Beweis riihrt her von Frobenius, Briefliche Mittheilung vom 21. Juni 1898. 
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Beweis. Dass die Entwickelung von (4A — 6)—1 mit einem Gliede 
von der Gestalt (16) beginnt, ergiebt sich aus der Definition der ET 
und Gleichung (7) in 5.* Setzen wir nun 


C= L14Yo + LoY3 + °° + Ln—1Yn, 
so ist (symbolisch) 


C?— X1Y3 ae Lo Yn + oe + Ln—2Yny 
C= X1Y4 a Xo Yr, + “2 Ned + Tn—3Yny 


Sag 
C*—1= 24 Yn) 


Cr== 0. 
Der Rang von |C”—?! ist gleich Eins. 
Es seien jetzt a, b, c... ganze positive Zahlen (> 0), sei ferner 
atb+te+---=s<n 
und 
Cy = 2 Yo te Yg+ Se Stet ace FG! Ad OL Oa mins KO) G + Lo—1 Yas 
Co No Pl Yate Wag Uae re eee + Va+s—1Ya+b, 


Cs = Lo 4-0-4-1 Yat-b4-9 “ Lat-b4-8 Yo b4-84>- + he t-b-p—-1 Ya bes 
( ) Fi = LY, + Le Yo + S AGie, fel fe tolmenree Go Nodisd le Wes tunel eaten + LaYa 5 
Eo = Lat1Yatit GateyYapeatorcc css + LatsYat, 
Eig= Lato4+1Ya+o+1 + Cato4+2Yapot2 tet Lets+e Yats+tey 
und zwar werde C,=0O gesetzt, wenn FE, nur aus einem Gliede 2; y; 
besteht. Ferner bedeute C, eine bilineare Form der Variabelen 

Lett, Ysti1y*** ny Yr, 
welche nicht in £,, E,, E;,... auftreten; diese sei ganz beliebig, 
aber so gewihlt, dass |C,| 20 ist. Endlich sei noch 
Ey = Xer1Ys+it Pee 2 Xn Yn} 


wenn s = » ist, denken wir C) = E, = 0 gesetzt. Man hat die Gleichung 


(18) E=E,+ F,+---+ &, 
1. Wir betrachten jetzt die specielle Form 
(19) B=O,4+0,4---+G 


und nehmen weiter speciell A= E. Die Form 2E — B ist dann eine 
in die Theile 


* Vergl. auch Artikel 42. 
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zerlegbare. Die ET von |AH,—(C,|, |AE,—C,|, |AH,—O,|,... sind 
bez. 4%, 4°, a%,...; | AE, — C,| besitzt keinen zur Basis 4 gehorigen ET, 
a |Cy)|==0 ist. Also sind 4%, 4, a%,... die ET von |AH—B| in 
Bezug auf die Basis 4 (Theorem V in 33, 34 Schluss). Nach 22 ist 
ferner 


(20) B?=C?2+C2+---+02, B= 03+ C84+..-4+ C8, 


Wenn wir nun, was gestattet ist, voraussetzen, dass a>b>ec>. 
ist, so ist nach dem zu Anfang des Beweises Ausgefiihrten 


und somit wegen (20) 


(21) Bt= CF, Bette Cott. 
Ferner hat man nach (29) in 17 


2 
QH,—C)3=-B4+ 4494-45 


ee Chae Cs Cre 
AE, — C,)-1= Wea as ee pe 
2 & etd CO (Oe 

AE; — C;)-1= = + rE + ae + ee — ——4 


(LE, — )-*= HG A 


Durch Addition dieser Gleichungen ergiebt sich mit Rticksicht auf 
(18), (19), (20) und (21) 


QE, — Cj UE, _ C,)-*+ Sere (AB, Oye 


oa Be. B eh Be Rrrt 


=f 48+8+-4+5-4+n tat 


Nun ist aber nach (29) in 17 


JS, das Be 
shee Te SN Etats aR 


und somit 
(22) GE,—G)-14+ QB, —G)-*+---+ QB, — G)-* = GE — B)~. 
Ferner wird, da a>b>c>--- vorausgesetzt wird, nach (16) 


QE-By=24+ et: 
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Sind daher die r ersten Zahlen a, b, c,... gleich und grésser als die 
(r + 1)*, so wird nach Gleichung (22), wenn jedes Glied links nach 
steigenden Potenzen von 4 entwickelt wird, 
H = Cet + Ola ie ae + Oars 
Jeder Theil der zerlegbaren Form H hat eine Determinante vom Range 1 
(siehe oben); daher ist |H| vom Range 7; ist umgekehrt |H| vom 
Range 7, so miissen die r ersten Zahlen a, b, c,... gleich und grésser 
als die (r+ 1) sein. Damit ist unser Sate XVI fiir A=E, das durch 
(19) definirte B und fiir die Basis 1. bewiesen. 
2. Nun sei allgemeiner in AA—B 

eg het ee Neca 

zur Basis 4 sollen die ET 
or a 

von |4A — B| gehdren, wo a>b>c=---; wahlen wir nun oben die 
Form C, so, dass die ET von |44,—C,| mit den nicht zur Basis 4 
gehérigen ETn von AA—B iibereinstimmen, was wir nach dem 
Theoreme IX stets kénnen,* wahlen wir ferner oben fiir a, b, c,... 
diese Zahlen a, 6, c,..., so besitzt die Determinante 14H — B|, wo 


B= Ors Cs nag, 
dieselben KT, wie |AA—B)| (Theorem V); es giebt daher nach 
Theorem VIII lineare Substitutionen P, Y, deren Koefficienten von 4 
unabhingig sind, derart, dass 
1E— B= P(AA—B)Q 
ist; hieraus folgt nach Gleich. (20) in 12 
(AE— B)-! = Q-1(4A— B)-1P- 


oder, wenn 


(QE— Byt= 24. (1A — By = Pay 


By coc ce e-(44 a) EN 


hieraus folgt aber, da Q—-1!, P—! von 4 unabhiangige Formen sind, 
A SQaH Py, 

Da | @—?| und | P—1| von Null verschiedene Determinanten sind, so ist 

| H| vom selben Range, wie | H| (vergl. Art. 24). Ist daher |H| vom 


* Denn setzt man im Theoreme 1,=4, 4, =—1, da =1, bs =, g=1, h=0, 
so besagt dasselbe, dass |AA—B| die ET (A —cc)’o(o =1, 2, ...m) besitzt; die 
Form A ist aber von der Gestalt x, y, + 2,4. +--++anYyn, wie sich durch passende 
Umbezeichnung der X,,, Y,,, ergiebt (77). 


Ou ~ ov 


Symmetrische und alternirende Formen. 139 


Range 7, so ist auch | H| vom Range r, |4H—B| hat den ET Ja genau 
rmal nach dem oben unter 1. Gezeigten, und somit hat auch |7A—B| 
diesen ET 2* genau r-mal. Damit ist Theorem XVI auch fiir |.A|=- 0, 
|B\|=0 und die Basis 1 bewiesen. 

3. Nun sei endlich |4A—B| == 0, und zur Basis (4—c¢) mogen 
die ET (A—c)2, (A—c)#,... gehdren, wo 

LS a re 

sei. Ferner sei eS Nees 


(23) (QA—B)-!=H(A—0)-44+JS@—o)-4t1 4». 


und | H| vom Range r. Ist dann 4=g keine Wurzel der Gleichung 


|AA— B\=0, 
und’ wir setzen (37) 
(24) A=c+ tN 
oder ate 
“6 en 
(25) = oat 
so wird 
4A-—-B= wa 4A B) —(cA—B)], 
oder fiir 


eee cA—B=B, 
it — = 
1A—B— ,—(WA- B). 


Wir fihren nun in (23) die Substitution (24) fiir 4 aus. Dann er- 
halten wir, da in Folge der letzten Gleichung 


(4A—B) = Ea 2) = (WA B)u—1) 


ist, 


(a’W—1) (A — B)- = ——— - 7-48 (1—aat-- 


rr 
entwickelt man daher (1'A ie nach steigenden Potenzen von 2’, 
so hat diese Entwickelung die une 


(!A—B)~*= - oe gy’ dente rcs 


Die Determinante | 2'4 — B| besitzt die zur Basis 2’ gehérigen ET 
aia, ale, ale., 


(37), wobei e > & = 6 = , | A| ist nicht Null, aber | Bj, der Rang 
von | H| ist gleich 7; ples ist nach dem ener unter 2) Bewiesenen 


Cy = Cy = Cg = 1 = Op > Cp. 


Damit ist das Theorem XVI allgemein bewiesen. 
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72. Wir wenden uns nun zum Beweise des schon erwahnten 
Theorems XVII von Kronecker:* 

XVII. Ist S eine symmetrische, 7 eine alternirende bilineare 
Form von 2 Variabelen, so treten im Koefficienten- 
systeme von4,89+4,7 die Elementartheiler von der 
Gestalt 22% und 12*+1 stets paarweise auf. 

1. Sei | Z| =0, aber zuniichst |4,S+4,7|==0. Die zur Basis 
4, gehérenden ET der Determinante | 4,S + 4, Z| mégen die Exponenten 
€,, &,--- haben, “wo Loa 


sei. Dann besitzt die Determinante |4S — 7| die ET 44, 4%,... (87). 
Nach steigenden Potenzen von 4 entwickelt sei 
(26) (AS — 7)-1= Hi-44--- 
Geht man rechts und links zur conjugirten Form iiber, so wird mit 
Riicksicht auf Gleichung (18) in 12 

(AS + T)-1= H's-4+.---; 


setzt man hierin aber 4 = — 4, so erhilt man 


(27) QS —T)-1= H'a-4 (—1)* +14 --- 
Aus (26) und (27) folgt 
H! = (—1)*+! F. 
Ist daher e, gerade, so ist H'=— H, H also alternirend, der Rang 
y von || eine gerade Zahl (9, Satz c); es ist aber 
Cy = Op = = Op > O41 
nach Theorem XVI. Also treten die ET ay von |4,S+4,7 | in 
gerader Zahl auf. Hs ist noch nachzuweisen, dass auch die iibrigen 
zur Basis 4, gehdrenden ET von der Gestalt 42% paarweise auftreten. 
Dieser Nachweis wird gleich erbracht werden, vorher sei 
2. |S|=0, |a,S+4,7|==0, und die zur Basis 4, gehdrenden 
ET gleich A¢, ag,.... wo e, >e,>---- Dann besitzt |AT— S| die 
ET 4%, 4%,...; man hat analog 1) 
(AT—S8)-! =H i-44 ..4 
AT— S)'-1=2 A! ia =.-; 
(—aT— 8)-1 =H'j-a+... 
(AT—8)—1 — H'4—-4(— 1)4, 
H!' =(—1)* H. 
* Kronecker, BM 1874, 8.441 (G. W. Bd.I, 8.477). Vergl. auch Stickel- 


berger, Crelle’s Journ. (79) Bd.86, S.42—43. Obigen Beweis gab Frobenius 
(Briefliche Mittheilung vom 21. Juni 1898). 
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Ist daher e, ungerade, so ist H alternirend, |H| von geradem Range 
y, also wegen Theorem XVI 

| ey > Oty, 
wo r eine gerade Zahl. Also treten die ET 49 von |a,S+a,7| in 
gerader Zahl auf. Auch hier ist der Nachweis zu erbringen, dass 
auch die tibrigen ET von der Gestalt 42*+1 stets paarweise auftreten. 

3. Wir sahen unter 1) und 2), dass bei geradem e, (ungeradem e,) 
neben jedem HT ae (A%) von [4,S+4,7| ein zweiter ET aa (4%) 
auftritt. Es fragte sich, ob alle ET von der Gestalt aj und 42*+1 
paarweise auftreten. Dieses ist der Fall und zwar auch dann, wenn 
|a,S + a, 7'| = 0 ist. 

Sei, wie bisher S’= S, Z'=— T, aber |4,S + 4, 7|=0 und r der 
Rang dieser Determinante; @ sei eine positive ganze Zahl <7; der 
grésste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten ot Grades von 
|a,S + 4,7 | enthalte 2, zur Potenz /,* (Bezeichnung also jetzt wieder, 
wie in 4fig.), sei ferner 

€o => Io = lo—1, 
iD Fa 
ist. Wir setzen nun voraus, dass fiir em @ <r—1 die Ungleichung 
gC i fe 
besteht, und zeigen, dass es alsdann eine in Bezug auf 4, reguldre 
Hauptunterdeterminante 9** Grades von |A,S + 4,7 | giebt. 

Bezeichnen wir nimlich, wie in 4 flg., die Determinante |4,S + 4, 7 | 

mit |a@;,| und verstehen in 9 unter @ und F speciell zwei Deter- 


so dass also jetzt 


minanten 9 Grades 


lary) C= %, Mey a Mop, Vi Uys Vay as Mo), 

R= |dur| (= %) Me,--- 3 A= My Hoy ++ - Me) 
des Systems der a;,, dann wird daselbst 

ga) Cee,» tgs Ay ay - Ho), 

S=|duy| (w= Vy, Me,--- Meh Y= My M)+-+ YQ)j 


P und § sind also dann Hauptunterdeterminanten. Nun sei @ in Bezug 
auf 4, regular, enthalte also 2, genau zur Potenz (,; dann gilt das 
Gleiche von R, da Q in R tibergeht, wenn man in ihm — 4, fiir 4, 
setzt. Nach a) in 9 muss aber 4, mindestens in der Potenz Ip—1+ lg41 
in PS — QR 

auftreten, wobel wegen €)41 > 


ist. Man kann also lo 4a lo—1 > Ble 


* Wo nicht alle Zahlen 7g Null seien, 
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QR = PS + A24o+eU 

setzen, wo ¢>0O und U nicht durch 4, theilbar ist. Ware nun P 
oder S nicht regular, so wire die rechte Seite der letzten Gleichung 
durch eine héhere Potenz, als die 2/,'° Potenz von 4, theilbar; die 
linke aber ist nur durch die 2/,'° theilbar; daher ist sowohl Ff als S 
regulir. — Es giebt ferner stets eine in Bezug auf 1, reguldre Haupt- 
unterdeterminante r*™ Grades. Denn setzt man vorstehend in P, Q, 
BS: o=T, 

so wird PS = QR (9, b); ist daher Q und damit auch R# regular, so 
sind auch FP und S regulir. 

Es sei nun £& eine in Bezug auf i, regulire Hauptunterdeterminante 
yen Grades des Systems von 4,5 +4,7; die bilineare Form, deren 
Determinante F ist, wollen wir mit 1,S,+ 4,7, bezeichnen. Alsdann 
ist S) symmetrisch, JZ, alternirend. Die ET von & in Bezug auf die 
Basis 4, sind identisch mit denen des Koefficientensystems von 
4,5+ 4,7 in Bezug auf diese Basis 4, (6, d), d h. R besitzt die ET 
ai’, A7—1,... Ist daher e, emme gerade Zahl, so tritt nach 1) oben 
der ET 4;” in gerader Zahl auf. Es ist also dann 

Cp erat == trie, Eta fa, 
wo r—go eine gerade Zahl vorstellt. Wegen e,11 > e, existirt nun 
aber wieder eine regulire Hauptunterdeterminante o9** Grades, und 
die Anwendung der eben aufgefiihrten Schlussweise zeigt, dass bei 
geradem edie Anzahl der ET 44° eine gerade ist. U.s.w. 

Ganz analog beweist man mittelst 2. oben, dass die ET von der 
Gestalt 42*+1 stets paarweise auftreten. Damit ist denn wumser 
Theorem XVII vollstindig bewiesen.* Gehen wir nunmehr zur An- 
wendung der Sitze 18 und XVII iiber. 
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73. Geht eine bilineare Form A durch die congruenten linearen 
Substitutionen R’, R in eine Form B iiber, ist also symbolisch (13) 
B=RI'AR, 
dann geht durch dieselben Substitutionen die zu A conjugirte Form 4’ 
in die zu B conjugirte Form 5’ iiber, d.h. es ist 

Bie RAR: 

* Sind S und 7 alternirende Formen, so treten die ET des Systems von 
|4,S--4, T| stets paarweise auf und die Minimalgradzahlen m, und m, stimmen, 
wenn |4,S+ 4, 7|=0 ist, tiberein. Man kann ferner Formenschaaren mit alter- 
nirenden Grundformen bilden, welche im angegebenen Sinne vorgeschriebene 
Kronecker’sche und Weierstrass’sche Invarianten besitzen. Vergl. Frobenius, 


Crelle’s Journ. (79) Bd.86, S. 20 fig. §7u.§13. E.v. Weber, Minch. Berichte von 1898, 
8. 369 fig. 
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Man hat also dann fiir beliebige Werthe von 4, | A, 

1,B + 4,B'= R' (4,4 + 4,A') R, 
d. h. die Formenschaaren 4,4 + 4,A' und 4, B+ 1, B! sind aquivalent. 
Die Aequivalenz der Schaaren 1,4 + 4,A' und 1,B+4,B' ist also 
eine nothwendige Bedingung fiir die Congruenz der Formen A und B; 
dass sie auch die hinreichende Bedingung hierfiir ist, das ist eines der 
wichtigsten Ergebnisse der Kronecker’schen Arbeit: ,,Ueber die 
congruenten Transformationen der bilinearen Formen“* Wir leiten 
mittelst des Satzes 18) in 71 dasselbe mit Leichtigkeit her.** 

Ist nimlich A’ zu A, B’ zu B conjugirt, und sind die Schaaren 
4,4+4,A4' und 1,B8+4,B' aquivalent, so besteht fiir zwei von 
4,|4, unabhiingige Formen P, Q, wo |P|=+0, |@|=+ 0 ist, die 
symbolische Gleichung 
(1) 4, B+ 1,B'=P4,A4+4,4') 9. 

Nun setze man ee et ai 
Bo B'=B,, BS Bie B,. 
4A, b= 824, —— A; By=— £;. 
Da die Gleichung (1) fiir beliebige Werthe von 4, 
aus ibr fiir 4, =—1, 4, =1 bez. 4,=—1, 44=—-1 
: : B,= PA,Q, B,= PA,Q 
und hieraus weiter 
A,B, + 4,B, = P(A, A, + Ay A;) Q. 
Die Schaaren 2,A,+ 4,4, und 4, B,+4,B, sind Aquivalent, A, und 


B, sind symmetrische, A, und JB, alternirende Formen; daher giebt 
es nach Satz 18) eine Substitution R derart, dass 
B= RAR, By— RAL 
ist. Man hat also fiir beliebige 4, | a, 
(2) A,B, + 4, B, = R (4,4, tg dy Ap) fi, 
mithin, da ate Aa po B 


Ks ist 


A, gilt, so folgt 


? 
ist, fiir 4, = = my). BS RAR 
Also gilt in der That der Satz: 


XVIII. Zwei bilineare Formen A und B, die von gleichvielen 
Variabelenpaaren abhiingen, sind dann und nur dann 
congruent, wenn die Schaaren 14,4 +42,A' und 
‘4,B+4,B' aiquivalent sind, wo A’, B’ die zu A bez B 
conjugirten Formen bedeuten. 


* BM 1874, S.397—447 (Ges. W. 424483). 
** Frobenius, SB 1896, S. 14. 
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Ueber die Congruenz zweier Formen kann man auf rationalem Wege 
entscheiden. Die Substitutionen, welche eime Form in eine congruente 
iiberfiihren, bestimmt man nach 39 und 67; sie sind im Allgemeinen nicht 
rational. 

74. Eine Form mit cogredienten Verinderlichen z;|y; (13) heisst 
eine irreducibele oder elementare, wenn sie unzerlegbar und auch 
zu keiner zerlegbaren Form congruent ist; eine aus lauter elementaren 
Formen zusammengesetzte bilineare Form mit cogredienten Ver- 
finderlichen heisst eine reducirte Form. U.s. w. (25). 

Mit der Reduktion einer Form werden wir uns nachstehend be- 
schiftigen; hierzu ist zuniichst erforderlich, dass wir untersuchen, 
wie im besonderen Falle, wo A und A' conjugirte Formen sind, die 
zur Schaar 24,4 + 1,A' gehdrenden Minimalgradzahlen m; m; und die 
ET des Systems von |4,4+4,A') sich verhalten. 

Setzen wir S=4,A+A, A', so geht < aus 6°. dadurch hervor, dass 
Yi = %; gesetzt und 2, mit 2, vertauscht wird. Die Reihe der Zahlen m; 
besteht also aus denselben Zahlen, wie die der Zahlen m;, so dass wir 
im Falle | 2, A+ 4, A' | =0 ist, wie bei den symmetrischen Formenschaaren, 
nur eime Reihe von Minimalgradzahlen in Betracht zu ziehen haben. 

Bedeutet + den Rang von |4,4+4,A'|, @ eine Zahl <r und 
D, den gréssten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten 
e*" Grades von |4,A + 2,A'|, so ist D, eine symmetrische oder eine 
alternirende Form der Variabelen 2,, 4. Denn jede Subdeterminante 
oe" Grades geht durch Vertauschung von 4, und 4, wieder in eine 
Subdeterminante oe" Grades tiber. Da D, durch D,_; theilbar ist, so 
bestehen Gleichungen 

Do = Do=1 Ep (9 =1, 2,.::7, D,= #,). 
Die homogenen ganzen Funktionen HE, sind ebenfalls symmetrisch oder 
alternirend und zwar ist H, durch E,_, theilbar (Theorem I in 5). 
Zerlegt man nun die EL, in Faktoren, die Potenzen verschiedener in 
4,|4, lmearer Formen sind, so erhilt man alle ET des Systems (4). 
Da nun aber die &, symmetrisch oder alternirend sind, so gehért zu 
jedem solchen Faktor (a@¢4, + 0o4)°" von E, ein Faktor (@¢4) + bo4,)%; 
diese Faktoren sind verschiedene E'T des Systems, wenn nicht 
ao\? 
Gs 
ist. Wenn also (ir) == 1 ist, so gehort zu jedem ET (aga, + body)? ein ET 
(bc, + Ged). Wie verhalten sich nun die ET mit der Basis 


ao 


2 
igh, + body, Wo (2) =1,d.h. die ET mit der Basis 2,+ 4%, und 


1,—4,? Kénnen diese in beliebiger Zahl auftreten oder herrscht auch 
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hier ein Gesetz? Dies ist in der That der Fall; denn setzen wir 
vortibergehend wieder 4 4 4'— SOS ee 


? 
so ist S symmetrisch, Z alternirend. Durch die Substitution 
eee a a A 1 
A, A + Ay Al = AS 4+ ALT. 
Besitzt nun das System von |4,A + 4A'| den ET (A, + y)* [(4, — 4,)*], 
so besitzt das von |4,S-+ 4,7) den ET 4(*[A,¢]. Ist nun «@ gerade 
[ungerade], so tritt nach Theorem XVII neben jedem ET 4/¢ [4)¢] 
ein zweiter ET 2{* [ai*] auf; das Gleiche gilt also von dem ET 
(A, + a,)* [(A, — 4,)“], wenn a gerade [ungerade] ist. Die ET von ° 
der Gestalt (A, + 4,)?* und (a, — A,)?*+1 sind also stets paarweise vor- 
handen. Dagegen k6nnen ET von der Gestalt (4, + 4,)?*+1! oder 
(A, — 4,)?* in gerader oder ungerader Zahl auftreten, wie man sich an 
Beispielen leicht iiberzeugt. Z.B. hat man fiir 


A =, 9; + ---inYa— EH, A'= EH, und |4,:A+4,A4'[/=0,4+4) 


hat den ET (A, + 4,) n-mal, wo » gerade oder ungerade sein kann. Fiir 


wird aber 


A= X,Y, + MY, — Uy Yo wird Al = 2,4, + %, Yo — Hy, und | 2,.A + 2,A’| 
hat daher den emen ET (4,—A,)%. Dagegen wird fiir 

A = (G4 + UyYy— Ly Yo) + (Ls Ys + X43 — Usa) 
die Determinante 2,4 +4,A'| den ET (A, — 4,)? zweimal besitzen. 

Fassen wir das Ermittelte in dem Theoreme zusammen: 

XIX. Ist 4,A+4,A' eine Formenschaar mit conjugirten 
Grundformen, so stimmen ihre Minimalgradzahlen 
m; und m; ttberein; die Elementartheiler des Systems 
von |4,A+4,A'| sind paarweise von gleichem Grade 
und fiir reciproke Werthe von _ gleich Null, mit Aus- 
nahme derjenigen von der Gestalt Ojieed, ar woder 
(A, — 4,)?%, welch’ letztere auch in ungerader Zahl auf- 
treten kénnen* 

75. Setzen wir daher n? = 2m;-+1, deuten ferner durch ein tiber 
einen Exponenten e, eines ET's gesetztes Plus- oder Minuszeichen an, 
dass derselbe zur Basis 4,-+ 4, bez. 4,— A, gehért, so ist, da hier 
m; = m;, nach Gleichung (30) in 61 


® Sat Shs Set Do 
Die n° sind ungerade Zahlen, und zwar fehlen dieselben, wenn 
|4,4 + 4,A'|==0 ist. Die geraden Zahlen é, und die ungeraden 


* Kronecker, l.c.S. 441 (8. 476). . 
Muth, Elementartheiler. 10 


1. 
2. 
3. 
Ae 
5. 
6. 
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Zahlen @, treten stets zweimal auf; die Zahlen e, sind immer doppelt 


vorhanden. 

An die Gleichung (3) kniipft sich die analoge Frage, wie an die 
Gleichung (3) in 49, (30) in 61 u.s.w., niimlich die Frage, ob es bei 
gegebenem m bilineare Formen A yon 2n Variabelen giebt, zu denen 
Schaaren 1,4-+4,A' mit vorgeschriebenen Kronecker’schen und 
Weierstrass’schen Invarianten gehéren. Dieses ist in der That der 
Fall, wie wir sofort nachweisen werden. Wir betrachten namlich 


folgende bilineare Formen*: 


TT? = > 2Yn1 (k =0,1,...2om;—1, n? =2m; +1, n9>1), 
eee = > G@yesit Cir414x) (b=0,1,...2e,—2; e==1), 
Gr = Demi t -Ussn) 6=0,1,- ., 2e,—2: ep = 2m), 
Ui, = 154+ Seni (— iy) = 1,2,- pyre Rey ety 
Ge =LyYo +>) @me—1t (—1)'a,_1y,) &=1, 2,...@,—1; € = 2x), 
= >) @ege-41— (— 1)Fatp414x) (b=0,1,...2@5—2; @ = 2x +1). 
1. Die Form 7° hingt von 2m;+ 1= )? Variabelenpaaren 
Hep Csi Damiana lames eee Wine Meo, aoe 
ab, Wenn Wir %Yy, LZY,, --- Lam, Yom, als zusammengehérige Variabele 


auffassen. Die Variabelen v2,,, und y, treten dabei in 7? nicht wirklich 
auf. Ferner ist die Determinante | 4, 7?+ 4, ZT?’ =0, der Rang derselben 
ist 2m;; es giebt daher nur emme lineare Relation zwischen den Ab- 
leitungen von 4, 7? + 4, 7?’ nach den wv; bez. y;; ET treten keine auf; 
es ist mithin wegen (3), wenn m; die zur Schaar gehérige Minimal- 


rad 
gradzahl bedeutet, Pay Ame peasy ony 


mi = mj. 
Die Schaar 4, 7?-+ 2, 7?' besitzt also nur eine Invariante n? = 2m;-+ 1. 


2. Die Form 7, hiingt von 2e, Variabelenpaaren ay), 2,y,,.. 
ab. Die ET der Determinante | 1,7, +4,7%| sind 


(Ar + 649)% (Cay + Ag)’*. 


. Be Se aa 
3. Die Formenschaar 12,G,+4,G > hingt von 2e, Variabelen- 
paaren ab; die ET ihrer aces sind 


+ 
Ce CEE 
* Kronecker, l.c. 8.440 (S. 475). 


ah 
™ Fir e,—1 ist U,=a,y, zu nehmen,. 
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+ + 
4. Die Schaar 4,U, + 4,U¢ hingt von ba Variabelenpaaren ab; 
ihre Determinante besitzt einen ET 
+ 
(Ay ca A,)°*. 
5. Die Schaar 4, Go+ as G! hangt von ¢é Variabelenpaaren ab; 
ihre Determinante hat den einen ET 
(2, — 24)" 
6. Endlich hingt die Schaar 4, U, + 4, Uj von 2e, Variabelenpaaren 
ab; ihre Determinante hat zwei ET Pa 
Gay Goa 
Ist nun eine beliebige Lésung der Gleichung (3) in Zahlen 


n°, €o,... der angegebenen Art vorgelegt, und wir bilden zu jedem 
n?, das grésser als 1 ist, eine Form 7%, wobei wir in TY, 7%, ... die 


Variabelen so bezeichnen, dass je zwei dieser Formen keine Variabele 
gemein haben, bilden analog weiter zu jedem Exponentenpaare e, eine 
Form 7,, wobei wir die ¢ = ¢, beliebig aber c? 2 1 wahlen, zu jedem 


Exponentenpaare eo (2, = 2x) eime Form G, u.s.w., so ist die Summe 
aller dieser Formen eine Form f, die von n—@ Variabelenpaaren 
abhinet, wenn @ der Zahlen n? gleich Hins sind. Sind alle Zahlen n? 
gleich Hins, so setzen wir R=0. Da aber die Schaar 4, R+ 4, R' 
eine zerlegbare ist, so besitzt nach dem Satze 8.112 diese Schaar die 
Invarianten 2?, (¢¢4, + 4))%,..., wenn wir sie bei @ > 0 als von 2n 
Variabelen abhingig betrachten, also eine identisch verschwindende 
Theilschaar hinzuschreiben. Damit ist unsere Behauptung vollstindig 
bewiesen. 

Bezeichnen wir die Invarianten ?, e,,..., die zu einer Schaar 
4,R+4,R' gehoren, als die Kronecker’schen Invarianten (Minimal- 
gradzahlen) und die Weierstrass’schen Invarianten der Form hk 
mit cogredienten Variabelen, so kénnen wir das erlangte Resultat 
so aussprechen: 

XX. Es giebt bei gegebenem m Formen mit 2 cogredienten 

Verinderlichen, welche —im Sinne des Theorems XIX 
— vorgeschriebene Kronecker’sche und Weierstrass- 
sche Invarianten besitzen. 

Die Formen 1— 6 oben sind nicht zerlegbar, aber auch zu keinen 
zerlegbaren Formen congruent. Fiir die Formen 1, 4, 5 geht dies 
unmittelbar daraus hervor, dass zu ihnen nur je eme Invariante gehort. 
Fiir die iibrigen folgert man es leicht aus Theorem XIX. Wire 


+ 
z. B. Gz zu einer zerlegbaren Form G = G,+ G, congruent, so wire 
10* 
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auch die Schaar 1,G + 4,G! zerlegbar in die Theile 1,G,+4,G, = H, 
und 4,G@,+ 4,G} =H; die ET von |4,G + 4,G'| sind aber die von 
| H,| und | H,| zusammengenommen; nach Theorem XIX besisse daher 
|4,G + 4,G"'| vier ET, und damit auch 


+ + 
| Ay Gab Ag Go |. 
U.s. w. 

Die vorhin beschriebene Form F setzt sich also aus lauter ele- 
mentaren Formen zusammen, d.h. es ist eine reducirte Form. 

Eine der eben angewandten ganz analoge Schlussweise lehrt 
(XIX, XX), dass eine bilineare Form mit cogredienten Variabelen dann 
und nur dann irreducibel ist, wenn sie entweder eine einzige Kronecker- 
sche Invariante besitat, oder zwei Weierstrass’sche Invarianten (1, + €Ag)*, 
(6A, + Ay), wo c += 1, u.s.w., wie in den Fallen 1—6 oben. 

Ist nun eine beliebige bilineare Form A gegeben, die von 
mw Variabelenpaaren abhingt, so kénnen wir nach Theorem XX eine 
Form f bilden, welche ebenfalls von 2 Variabelenpaaren abhingt und 
dieselben Kronecker’schen und Weierstrass schen Invarianten be- 
sitzt, wie die gegebene Form. Nach Theorem XVIII sind daher die 
Formen A und # congruent, FR ist aber eine reducirte Form, und 
daher das Problem der Reduktion einer Form A mit cogredienten Variabelen 
vollstandig gelost, da man jederzeit die congruenten Substitutionen 
wirklich bestimmen kann, die A in Ff iiberfiihren (73). 

76. Gehéren zu einer Form A mit cogredienten Variabelen die 
Invarianten He . 

Mi, M2, ~. (r+ Ce), (6,4y + Ag), --- (Ay + Ag)’, ~~. (ay + Aa)’. - 
so sagen wir, die Form besitze die Charakteristik 


[{nt, 8...) a1, e1,.- aoe BE ee 

Auf Grund des Theorems XX hklassificiven wir nun die Formen mit 
2m cogredienten Variabelen bei gegebenem ” nach dem schon dfter an- 
gewandten Principe (29, 62, 70). Wir rechnen also zu derselben Klasse 
alle diejenigen von » Variabelenpaaren abhingigen Formen, welche die- 
selbe Charakteristik besitzen. U.s.w. Zu jeder Klasse gehért eine Normal- 
form, die sich aus den Formen 1—6 oben zusammensetzt. Wie sich 
fiir ein gegebenes 2 die Anzahl der Klassen systematisch berechnen 
lasst, hat Rosenow angegeben.* Derselbe hat auch fiir die Fille 
m=1, 2,3, 4 und »=10 die Normalformen aufgestellt.** 


* Rosenow, Ueber die Anzahl von Klassen bilinearer Formen. Wiss. Beil. 
zum Programme der vierten héheren Biirgerschule zu Berlin, Ostern 1891. 

** Rosenow, Crelle’s Journ. Bd. 108, 8.5—13 (firm =1—4); Programm 
der eben genannten Anstalt, 1892, 8.8—21 (m= 10). 
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Um z.B. fiir »=1 die Klassen zu bestimmen, hat man die 
Gleichung (3) fiir 2 —1 zu lésen. Man hat zwei Lisungen 


1. nf = 
- 
me C6 a i. 


Im 1. Falle wird R = 0. 


: + pee 
Im 2. Falle wird R= U,, wo in U, 


4-1" 
zu nehmen ist. Daher ist R = xy. 
U.s.w. Wir stellen im Folgenden die Charakteristiken und 
Normalformen fiir alle Klassen bilinearer Formen von 2m cogredienten 
Variabelen fiir die Fille » =1, 2, 3, 4 zusammen. 


Klassen bilinearer Formen von 2” cogredienten Variabelen 


im Falle 
a) m= 1. 
a 
OEE) 2 2 Ups 
7a A Wee 6 
b) n = 2. 


Pefat)) Sag yy Fe 4y 
2.[2] 2 %Y%o+ %1Y%— MM": 
3. [1 1] <2 typ — Mo: 

4. fii] : MyYo t+ M1%1- 
: ; 
6 


. [fay]: Die Normalformen sind mit denjenigen 


fi}: | fiir n =1 identisch. 

c) n = 3. 

J frit] 2 Lo Yo + (L1 Yo + C1 X24): 

2.[12] + mY t+ (Hts + 2% — 1%). 

oi (i111: Yo + (1 Yo — L241): 

4, fiiij: Ly Yo + U1 Yy + Le Yo 

5. (3] 2 By Yo + L1 Yo — Los + Vo Y4 + 1% Yp- 

6. {3} > Ly Yr + U1 Yo- 
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Die Normalformen fiir die sechs tibrigen Klassen sind identisch 
mit denjenigen fiir die Klassen bilinearer Formen, die von zwet 
Variabelenpaaren abhiingen. 


d) n = 4. 


1. [1111] 2 (4+ 414%) + LeYg + Co Xs Yo)- 
2. [(11) (11) ] (Wo 4p + 41 Yo) + (Leg + Gs Xs Yo): 
3. (22) > Ly Yr + CL, Yo + X,Yo + C1, Le Yr + LeYgt Le Yo- 
A. [211]: (4Yo+ £1, Yo— LoY1) + 2 Ya + 4X32): 
5. [1111] : (GY, —2,Yo) + (os + C2 Yo)- 
6. (iit 1] 2 Uy Yot 2141 + (Fo Yg + Gs Yo): 
7. [22] = (aY% + 21Yo— Los) + (He Yo + Xs Yo — Le Ys) 
8. [4] » 2 LoYo t+ L1Yo — Lor + Loy + Ly Yo+ Lz Yo — Lo Ys - 
9.[112] + (@%Y:—21,Yo) + (oYe + Le Yo — XoYo)- 
10. [ii2 > LyYo + L141 + (Le Yo + Lz Yo — Lo Ys): 
1 ail > Ly Yo + HY, + Yo + Lz Ys - 
12 (iia) > LoYo + 114 + (%eY3 — Ls Yo): 


13. [13] 2 LyYy + (XY + LoYy — Ly Yo + Lz Yq + Ly Ys) 


14. [2 2 | ; HOY a5 X1Yo at X Yo — Hs Yi + 2 Y3 <5 Hs Yo - 
15. [1111]: @yi— 2149) + (Ys — 252). 
16. {{3}}1] + an + 2198) + 254s. 

Die Normalformen fiir die 12 iibrigen Klassen stimmen mit denen 
fiir die Klassen bilinearer Formen yon drei Variabelenpaaren bez. 
tiberein. 

Es giebt also in den Fallen m1, 2, 3,4 bez. 2, 6, 12, 28 


Klassen bilinearer Formen bei congruenter Transformation der Variabelen. 


Die Formen der Klassen [i], [11], [iil], (21111, [{}i],.-. 


sind symmetrisch, die der Klassen [11], [1111], [fi}11],... 
alternirend. 

a) Ist allgemein A =u 0: Ye (t,%& = 1,2, ..2) symmetrisch, 
so ist 


0A 0A! OA 
ORR gree (At As), 


daher sind bei |2,4+4,4'|=0 die Zahlen m; alle Null, also die 
Zahlen n° alle Eins. Da ferner hier 
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Ay Giz + Ay Qi = (A, Le do) Wik 


ist, so besitzt das System von | 4,4-+ A, A’| nur ET mit Exponenten 1, 
und zwar + Stiick, wenn |A| und somit auch 4,4+4,A'| vom 
Range r ist. Line symmetrische bilineare Form 


A = Saux cigs (8 = bh, 2 .ca8n) 
hat daher, wenn y den Rang von | A! bedeutet, die Charakteristik 


++ 
ig a4], 


——— 


nm—r Stiick r Sttick 


lisst sich also durch congruente Transformationen stets auf die Form 
LY, LyYo + + + Lr Yr 


bringen. Hat umgekehrt eine Form vorstehende Charakteristik, so 
liisst sie sich congruent in z,y, + ----+4,y, transformiren; sie ist also 
symmetrisch., 

B) Analog zeigt man: Hine alternirende, von n Variabelenpaaren 
abhiingige bilineare Form, deren Determinante vom Range r = 27 ist 
(9, ¢), hat die Charakteristik 

Nite tal.< tei, 


ee 


n—rStiick 27'Stiick 
lasst sich daher durch congruente Transformation in 


(2, Yo — 24s) + (He44— Las) + >> + (Gr—1 Yr — Ly Yr —1) 


iiberfiihren. Umgekehrt ist eine Form mit vorstehender Charakteristik 
eine alternirende. 

Folgerungen: 19) Zwei symmetrische oder alternirende Formen sind 
dann und nur dann congruent, wenn thre Determinanten gleichen Rang 
haben. 

Und: 20) Eine quadratische Form A kann in eine andere qua- 
dratische Form B, die von gleichvielen Variabelen abhdngt, dann und nur — 
dann durch eine lineare Substitution mit nicht verschwindender Deter- 
minante transfornurt werden, wenn die Determinanten von A und B 
gleichen Rang haben (63). 
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§ 11. Aehnliche und duale Formen. 


77. Wir erledigen jetzt fiir solche Formen die analogen Fragen, 
die bei der congruenten Transformation der Formen auftraten. 
Sind zwei Formen 


A= Sanam, B = init (t,kh =1,2,...% 


ihnlich, ist also eine lineare Substitution 7 vorhanden derart, dass 
symbolisch (13) B= TAT 


ist, so hat man weiter fiir 
E = 24, + Lotta + +--+ Ln Un 
wee hata iat 
also bei beliebigen 4, | A, 
,44+4,B = T14,£ 4+ 1,4)7; 
die Schaaren 14,4 +4,A und 2,#+4+1,B sind aquivalent, die ET von 
|\442+4,A| und |4,44+41,B 
stimmen tiberein. Hervorzuheben ist, dass (12, Gleich. (16) 
|4,H+4,B|—=|7—-1|-|4,8 + 4,A|-|T|=|4,£44,4. 
Stimmen umgekehrt die ET der Determinanten zweier Schaaren 
4,4H+4,A und 1,4+4+/,B 


tiberein, so giebt es Substitutionen S, Z derart, dass bei beliebigen 


A, | 4g 1 Be BU ae: 

ist (Theorem VIII). Insbesondere ist fiir 4, =1, 4,=0 
FR ct 

Bee Sa eee er 


d.h. A und B sind ahnlich. Setzen wir vorstehend 24,= 2, 2, =—1, 
so ist |4H— A} die charakteristische Determinante von A, |1E—B| 
die von B (16), und es gilt daher das Theorem: 


XXI. Zwei Formen sind dann und nur dann &hnlich, wenn 
die Klementartheiler ihrer charakteristischen Deter- 
minanten tibereinstimmen. 


Nimmt man in Theorem IX 
g=1, h=0, a5=1, bo =G,-4,=4, 44=—1, 


so besagt dasselbe, dass die Determinante der Form 
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4,A—-B= 1 >'\& TA = PAC Yo)eg+ (XoVo)eg—1} 
6=1, 2, 
(A—¢,)", (A — o)%,... (4 — em)?m 
besitzt. Wir bezeichnen jetzt die Variabelen 
PEA E AT 8 oo ce 3.0 Rpg Cy Gana oe Coie 
Xmoy Xmiy+ ++ Xm e_—1 


die ET 


der Reihe nach mit 
Uy, Uyy- ++ Hey Laytty Ve+2,-- + Vetoes ++ 5 
Tey east em —y tty Ve perte=-+em—1+29 +++ Uny 


é, + Cy +++ tem = 0; 


wo 
die Verinderlichen 
7% r val . aa r P r 
Yio, tis <*> pee @—1) Y20, Qly--s Y2, Cp— lyse sy Dy Fl OG tee. Ont 
bezeichnen wir ferner der Reihe nach mit 
Ue,» Ue, -1) coe U5 Ue, +659 Ue + €Coa—1)*-+ Ue+13 oa 5 Yiny Un—1)- + Ue éo+-: 
schreiben wir dann noch E fiir A, A fiir B, so wird 
E = 2,U, + ete t+: + nny 
A = 6,(@, Uy +++ Leja) + Cy (Watt t1 $e + Ly tetgte) Hoo: 
(1) + Cn (La — eg bi Un—on +4 , aF Ln Un) 
=F ‘CAUP Sia er Le —athe)* =f (Le-+1Ue, +2 “pees Me Rea eee) Speer 
oe (Lin — et lin — tn +2 oF CF +n —1Yn)- 
Da nun, wie oben gezeigt wurde, |4,E —A| die KT 
@ 
sae! (6 =—1, 2,0 02m) 
besitzt, so haben wir in A eine von m Variabelenpaaren abhingige 
Form, die, wenn bei gegebenem m die ganzen positiven Zahlen e,, 
€:,++-+€m eine beliebige Lésung der Gleichung: ¢,+ €+-::+énm=%” 
vorstellen und die Konstanten ¢,, ¢,,...¢, Willkiirlich, aber endlich 
gewahlt sind, eine charakteristische Determinante mit den ETn 
eat? (61,25...) 
hat. Wir kénnen dieses Resultat so aussprechen: 


= eee eat 


XXII. Es giebt Formen, die von einer ere cena enenes 
Anzahl von Variabelenpaaren abhingen, und deren 
charakteristische Determinanten vorgeschriebene 
Elementartheiler besitzen. 

Eine bilineare Form mit contragredienten Variabelen heisst eine 
elementare oder irreducibele, wenn sie weder zerlegbar noch einer 
zerlegbaren Form 4hnlich ist. U.s.w., wie in 25. 


* Dieser Klammerausdruck bleibt weg, wenn e, =1 ist, der folgende, wenn 
€,=1 ist, u.s. Ww. 
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Die Form A oben ist zerlegbar, die charakteristischen Determinanten 
ihrer einzelnen Theile besitzen nur je eimen ET; daher sind diese 
Theile selbst irrreducibel (48, Schluss). Also ist A eine reducirte 
Form, wenn die «;, w; als contragrediente Variabele aufgefasst werden. 

Hine beliebige gegebene Form A kann in eine reducirte Form A 
transformirt werden, die zu ihr ahnlich ist; die néthigen Substitutionen 
liefert die Weierstrass’sche Theorie, wenn man sie auf die Schaar 
4,4+ 4,A anwendet. Man erhilt nimlich Substitutionen S, 7’ derart, 
dass bei unserer jetzigen Bezeichnung 


444+ 14,A = S(A,E + 14,4) T 
wird bei beliebigen 4, | 2,3 es ist dann 
Lie SCS 5 ee 


d.h. S und 7 sind thnliche Transformationen. Man kann auch zuerst 
auf Grund der Theoreme XXI und XXII eine zur gegebenen Form A 
tihnliche reducirte Form A herstellen und dann aus den Koefficienten 
von A und A die nothigen Substitutionen 7—1 7 rational berechnen 
(S..66—67). — Damit ist die Redulktion einer gegebenen bilinearen Form 
nut contragredienten Variabelen wirklich durchgefiihrt. 

A ist irreducibel, wenn |AH— A) nur einen ET besitzt; besitzt 
|2— A| mehr als einen ET, so kénnen wir eine zerlegbare Form A 
herstellen, die zu A ahnlich ist, d.h. A ist reducibel. Also: 

Hine bilineare Form mit contragredienten Variabelen ist dann und 
nur dann irreducibel, wenn thre charakteristische Determinante einen ein- 
zigen Elementartheiler besitzt. 

78. Wir nennen die Charakteristik der Schaar 1, + 1,A die 
Charakteristik der bilinearen Form : 


A = Dun; ue (0, k=1,2,...2) 


mit contragredienten Variabelen und klassificiren die von einer 
gegebenen Anzahl von contragredienten Variabelen abhangigen bilinearen 
Formen nach dem des 6fteren angewandten Principe. Die Normal- 
formen der einzelnen Klassen kann man fir die Fille »=1, 2, 3,4 
aus 50 entnehmen, indem man daselbst in jeder zweiten Form eines 
Paares von Normalformen die oben angegebenen Umbezeichnungen 
vornimmt (77). Man hat folgende 


Klassen bilinearer Formen von 27 contragredienten Variabelen 
im Falle 
a)n—=1 
Leltleseae ee 
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b).” = 2, 
tout t | Sn, ty Gyn Uy. 
[41] 3 (am, + am). 
“la! 2 C, (4, Uy + Hela) + Ly Uy. 
S) Me os 
PERE ee > C21 Uy Tb Cy Hela + Cy Hy Uty. 
2. [(11) 4] 2 &, (yt, + Hele) A¥ Cy %y Uy - 
3. [(111)]  : G&(&, Uy + Lq tty + £5 Us). 
4. [21] 2 €, (a, Uy + %qtlg) + C23 tg + 2, Uly- 
5. [(21)] t Guy + tytta + Lyttg) + a, Uy. 
6. [3] 2 € (Uy + Log + Mg tt3) + (ayy + Ho Uy). 
d) n= 4. 
1. [4i11) Guy + Cy Hy tly + Cy Hetty + Cy Uy Uy. 
ats CS Oe aoe sonst wie die Normalform 1. 
Be War aaa, a mash fog as 5s 1 
4 1(111)4| 2 ¢4= 64 =<, Ow ales + il 
TEANG oils kOe Oe oe ea a . Hs 
6. [211] = Gam, + Motte) + Cy Hetty + Cy Us + 11 Uy 
7. [(21)1] :G&—=G, sonst wie Normalform 6. 
ol OG WN RAT a rer : 6. 
me Teh) les, = Cy 805 ye tas : 6. 
10. [2 2] 2, (Uy + Ly Ug) + Cy (a5 tg + Hy Uy) TF Hy Ue + Hy Uy. 
11. [(22)] :¢—«, sonst wie Normalform 10. 
12. [31] > € (ay Uy + Ly + LeUg) + Coy, + (Ly Ue + Hy Uy). 
13. [(31)] :¢—&, sonst wie Normalform 12. 
14. [4] 2 (Gy My + Lg Uy + Hztlg + Hy U4) 
+ (a4 Uy + og + 23 U4)- 
79. Nun sei durch 
(2) £, = Aye, Ogi tet -- + Onit, ((=1,2,...0) 


eine lineare Substitution gegeben, deren Determinante nicht un- 
bedingt von Null verschieden zu sein braucht. Alsdann nennt man 
die Determinante 
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A— Ay TEMta Boe ine = Onn 
— "Ung A "lags > pn © « — Aan 
(3) 
| 
| — Gat Sy ae pee 


die charakteristische Determinante der linearen Substitution (2). 
Gleich Null gesetzt liefert sie die charakteristische Gleichung der 
linearen Substitution (2). 

Hs sei nun 
(4) a; = 015%, + bapa, + +++ + One. (4 = 1, 2,...) 
eine zweite lineare Substitution, deren Determinante nicht Null sein 
darf. Wir setzen weiter 
(5) Es b126; + b3¢8 +--+ OneE, (= 1, 2,...m) 
und fiihren die congruenten Substitutionen (4) und (5) in (2) aus. 
Hierauf lésen wir die transformirten Gleichungen nach den &; auf; wir 
erhalten dann eine neue lineare Substitution, die durch 


(6) E = ¢,,4,+ 6,0, +---+e,¢, @=1, 2,...mn) 
gegeben sei. Geht eine Substitution (2) auf die eben beschriebene 
Weise durch lineare Substitution in eine Substitution (6) iiber, so 
nennen wir die Substitutionen (2) und (6) iquivalent. 
Wir setzen jetzt 
Cy %1 + Aap Xe + +> + Anny = f(%)p \ 
Cray + Cony ++ + Cnn Pn = G(@')i J 
und bilden die bilinearen Formen 


A = ufo) = San it, 0, b= 1,23 <2. #), 
G=Su9(o')s = Sen au (4, =1,2,... 0). 


Die charakteristische Determinante der Substitution (2) ist identisch 
mit derjenigen der bilinearen Form A; das Gleiche gilt fiir die Sub- 
stitution (6) und die Form G. 

Geht nun durch die lineare Substitution (4) f(z); in f'(a’); tiber, 
so wird A durch (4) in 
(7) Sat): 
tibergeftihrt; setzen wir nun noch in (7) 


(8) U, = b,,u, +b..u,+---+b, 4, @=1, 2,...), 


v 


rh 17 
so erhalten wir Sus (a), = Sea! ee 
Nun sind aber vermége (4) und (8) die Variabelen x; und wu; contra- 
gredient; daher sind A und G@ idhnliche Formen, weshalb die Sub- 


(K=1,2,...0) 


Aehnliche und duale Formen. 157 


stitutionen A und G, d.h. die Substitutionen (2) und (6) (vergl. Il) 
auch ahnliche Substitutionen genannt werden. Die charakteristischen 
Determinanten der Substitutionen (2) und (6) sind aber bez. identisch 
mit denen der Formen A und G. Also gilt nach Theorem XXI 
der Satz: 

XXII. Zwei lineare Substitutionen sind dann und nur dann 
aquivalent, wenn die Hlementartheiler ihrer charak- 
teristischen Determinanten iibereinstimmen. 

Aus dem Theorem XXII folgt ohne weiteres, da |AH—A| mit 
(3) identisch ist: 

XXIV. Man kann fiir ein gegebenes » lineare Substitutionen 
(2) aufstellen, deren charakteristische Determinanten 
vorgeschriebene Elementartheiler besitzen. 


Gehéren zur Determinante (3) die ET 

(9) (65) (6 ==, 2)". mM), 

so sagen wir, die lineare Substitution (2) habe die Charakteristik 
ei tee ben (Cpe) Cok 

und iklassificiren — unter Zugrundelegung des eben eingefiihrten 

Aequivalenzbegriffes — in bekannter Weise die linearen Substitutionen (2) 

bei gegebenem ». Die Normalformen fiir die einzelnen Klassen entnimmt 

man im Falle n =1,2,3,4 unmittelbar aus 78. 


Man hat z.B. fiir n = 3: 
= (4%, 


1. [111] :&—G%, 


Es = C35. 

2. [(11)]1: Normalform, wie bei 1., aber c, = G. 

raed Kee ee * oe lm oe Oy a 
B= 421, 

4.[21] :&—%+ 4%, 
E.= Clee 

5. [(21)] : Normalform, wie bei 4., aber c= Gq. 
E= G2, 

6. [3] 2 & = 2, + O22, 
&,—= Ty + Cy My « 


Allgemein wird, wenn (3) die ET (9) besitzt, die Normalform 
von (2) gleich: 
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Si = C,H, ) By AE = 6, %e,41 Pye ons ied = CnUn—em+1y 

E. == er a Cy Xo 4 E42 ee erie + Cy %e,4+2, # (ace En — lb 2 = Un — et 1 + CmUn—egpt 2, 
BNA — * 

E.= Xe,—1 sii C1 Vey nee eee 1 Cy He, tes) + + + ea = Xn —1 st Cn&ny 


wobei die Anmerkung §. 153 zu beriicksichtigen ist. 

80. Die vorstehenden Betrachtungen iiber lineare Substitutionen 
lassen sich noch etwas allgemeiner gestalten. Man definirt namlich 
eine lineare Substitution auch wie folgt: Hs seien 


9 2 te ee (Seal oe 
y= > biz Xj Ue =u w (a); 


zwei bilineare Formen von je 27” Variabelen; die Determinante von w 
sei nicht Null. Dann ist durch die » Gleichungen 


(10) p= pt): @—1, 2,...n) 

eine lineare Substitution gegeben; man erhiilt sie in expliciter Form, 
durch Auflésung der n Gleichungen nach den &; Es werde alsdann etwa 
(11) E, = (;%1 + €2; XL + bic -|- Cnitn (a = iL 2, mo, n). 

Die Determinante 4,~ + 1,g| heisst die charakteristische Deter- 
minante der linearen Substitution (10). Sind ihre ET gleich 
(bod, + Gokg)? (6 =1, 2,...m), so sagt man, die Substitution habe 
die Ph Saha (Coma hee nail 

Setzt man nun in (10) 


(12) I; = $151 + 82502 +-+5yi Lh @=41,2 n) 
(13) E, = sis fl + So: Bh > oacb a 


wo die Determinante 
>= Si Suots aSig =O 


ist, und componirt das erhaltene System von » Gleichungen n-mal mit 
irgend welchen n? Gréssen 

lig, ti, 38 bgt (= "T, 2, Em), 
deren Determinante nicht Null sei, so erhiilt man» lineare Gleichungen 
von der Gestalt 


Setzt man nun weiter 
(15) UW: = tig Uw + tote +--+ +tinu, (@=1, 2,...n), 


dann geht durch die linearen Substitutionen (12) und (15) die Form 
gy in @ = dS9@)im, die Form w in % = So@ ul iiber. Da nun 


* Vergl. Netto, Acta math. Bd. 17, S. 45. 
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die Determinante |y| nicht Null ist, und ebenso die Determinanten der 
Substitutionen (12) und (15) von Null verschieden sind, so ist auch 
wy nicht Null. Die Determinante || ist aber identisch mit der- 
jJenigen der » linearen Formen %(é); in (14). Also ist auch durch 
(14) eine lineare Substitution gegeben, die explicite 

(16) Ei = cleat + 0$;03 + ++ + Cae 

lauten mége. 

Geht eine Substitution (10) auf die beschriebene Weise durch 
Substitution und Komposition — oder auch umgekehrt, da es auf die 
Reihenfolge dieser Operationen nicht ankommt * in eine Substitution 
(14) iiber, so heissen die beiden Substitutionen (10) und (14) iquivalent. 

Da die charakteristischen Determinanten der Substitution (10) und 
(14) mit den Determinanten der Schaaren 2,¥+ 2,9 und 1,¥+ 4,9 
bez. identisch sind, so folgt aus den Weierstrass’schen Theoremen, 
dass die Sdtze XXIIT und XIV auch bei dieser Definition der linearen 
Substitutionen und der Aequivalenz zweier linearer Substitutionen Wort 
fiir Wort giltig bleiben; ebenso m.m. das Folgende in 79. 

Fir & = 2,U, + yy +---+ Gnta, fiir 4, =A, 4, = —1 und fiir den 
Fall, dass die Substitutionen (12) und (15) ahnliche sind, gehen diese 
Betrachtungen, die namentlich in neueren geometrischen Arbeiten der 
italienischen Mathematiker. (Segre, Calo, Predella u.A.) iiber die 
Collineationen zur Verwendung kommen, in diejenigen des vorigen 
Artikels iiber. 

8]. Sind A und B duale Formen, so sind B' und A ahnlich (13), 
also die ET von |A#— B'| und |A4H—A| dieselben (Theorem XXI); 
nun ist aber die Determinante |AH— B'| mit der Determinante 
|4£ — B| identisch; also stimmen die ET von |2#— A) und von 
|1£ — B) iiberein. Auch das Umgekehrte ist giltig. Also: 

XXV. Zwei Formen sind dann und nur dann dual, wenn 
die Elementartheiler ihrer charakteristischen Deter- 
minanten tibereinstimmen. 

Mit Riicksicht auf Theorem XXI gilt also der Satz: 

21) Aehnliche Formen sind stets auch dual, und umgekelt. 

Endlich folgt aus XXV: 

22) Jede bilineare Form mit contragredienten Variabelen ist zw sich 
selbst dual. 

Die Resultate dieses Paragraphen werden im Folgenden vielfache 
Verwendung finden. Zuniichst erledigen wir die Frage, welche be- 
sondere Beschaffenheit lineare Substitutionen haben miissen, um ge- 
eignet zu sein, eine bilineare Form in sich selbst zu transformiren auf 
Grund unserer Untersuchungen tiber congruente und ahnliche Formen. 
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§ 12. Lineare Transformationen der bilinearen Formen in sich selbst.* 


1. Transformationen ohne weitere Beschrankung. 


82. a) Es gehe die bilineare Form 
A = Sanniy Gk = 1, 2,....%) 


durch die linearen Substitutionen** P und Q in sich selbst tiber, es 
sei also symbolisch cA = PAQ, 


wo c¢ eine Konstante bedeutet, die weder Null noch unendlich ist. 
Setzt man “ 


i 1 
Se a ory Ve Q= Qo, 


Ve 
FAG 4. 
P,AQ) = ee 


) 


so st 


es besteht also dann immer eine symbolische Gleichung 
(1) A= PAQ, 
wenn wir wieder P fiir P,, Q fir Q., schreiben.*** 
Sind nun U und V zwei ordinire Formen, so folgt aus (1) 
(UPUZ) UAV VG? otis, 
UAV = A;, UPUG=P,. Vv “OY =z 
gesetzt wird, yay bray 


oder, wenn 


Geht also A durch zwei beliebige Substitutionen U, V in <A, iiber, 
durch zwei Substitutionen P, Q aber in sich selbst, so wird A, durch 
zwei zu P und Q dhnliche Substitutionen P;, @, in sich selbst trans- 
formirt. 

b) Sei wieder A—PAQ, ferner E = x,y, + % Yo + --- 2a Yn, 
dann ist 
(A, E + 4p P)AQ=4,4Q0 + 4,PAQ=4,AQ4+ Al, =A(A, QO + 4,4); 
hieraus folet fiir den Fall, dass | A|=—0 ist, 

4,Q0+4,H = A10,E+1,P)AQ 
bei beliebigen 4,/4,. Die Schaaren 1,E + 4,P wd 1,Q + 4,£ sind 
also dquivalent. Umgekehrt: Sind diese Schaaren iiquivalent, so giebt 
es Substitutionen A und B derart, dass 


* Vergl. zu diesem Paragraphen: Frobenius, Crelle’s Journ. (78) Bd. 84, 
8. 29 ff. 


** Mit nicht verschwindenden Determinanten. So immer im Flgd., wenn 
nichts Niheres bemerkt ist. 

*** Tn der Theorie der linearen Substitutionen werden zwei Substitutionen P und 
cP als nicht wesentlich verschieden betrachtet. Dieses ist auch spiiter bei den 
Betrachtungen tiber die orthogonalen und cyklischen Substitutionen zu beachten. 


Lineare Transformationen der bilinearen Formen in sich selbst. 161 


E+ 1,P = A(A,Q+4,L)B 
ist, wo A und B nicht von 4,| 4, abhiingen und | 4|-+- 0, B+ 0 ist. 
Daher ist AQB=E, AB=P, 
(PAQ)B=P(AQB) = PE=P=AB 
PAQ =A, 


und weiter 
Also gilt der Satz: 

23) Zwei Substitutionen P und Q sind dann und mu dann ge- 
eignet eine ordiniire bilineare Form in sich selbst zu transformuren, wenn 
die Schaaren i, Cons A,P und 4,0+ 14,H seid sind. 

Ist also in ET zerlegt etwa 
(2) | 4, B+ Ag P| = (Ay + Gy Ag)* (Ay + Gg)”. (Ay + nd), 
dann hat man fiir |4,Q+4,£| nach Theorem VIII folgende Zer- 
legung in ET 

[Ay Q + Ag E| =| Q|- (Ay + eg)" (Ay + de)». An + Cindy) ™. 
Vertauscht man nun in der letzten Gleichung 4, mit 4,, setzt alsdann 
4, = 4, 44=—1, so erhialt man, da 


é 
are: POU Aer ies as Gnd 
ist, in ET zerlegt peal een a 


(3) JAE— Q|=(a—Z)(a—z)*-- (a2) 


Setzt man aber in (2) 4, =A, 4, =—1 und vergleicht die so erhaltene 
Gleichung mit (3), so ergiebt sich das Theorem:* 


XXVI. Damit zwei Substitutionen P und @ geeignet seien, 
eine ordinire bilineare Form in sich selbst zu oe 
formiren, ist nothwendig und hinreichend, dass die 
Re vcubaerieiler ihrer eae aetarin icouen Deter- 
minanten einander so zugeordnet werden k6nnen, 
dass die entsprechenden von gleichem Grade sind 
und fiir reciproke Werthe von 4 verschwinden. 

83. Es sei nun A eine singulire bilineare Form, | A| sei vom 
Range y und P,Q seien Substitutionen, welche A in sich selbst trans- 
formiren. Wir setzen 

Ey = 2,9, 0 + 0rYr, Ey = Lr41Yrtit +++ LnYn, 
sodass also 


(4) ee eee, 
ist. Alsdann bestehen die Gleichungen 
(5) Ei = £,, ES = —,, E,E,— E, bh, = 0. 


Die Form A lasst sich so in A transformiren, dass » — 7 Variabelen- 
paare wegfallen (vergl. 53, Schluss); als Form von r Variabelenpaaren 


* Frobenius, l.c. 8. 31. ; 
Muth, Elementartheiler. 11 
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ist A ordiniir, lisst sich also in 2,4 +%y-+---+%,y, transformiren, 

wie an sich klar ist. Es giebt daher Substitutionen U, V derart, dass 
= TAV 

ist, und daher giebt es nach 82 a) zwei zu P und Q bez. ahnliche Sub- 

stitutionen P,, Q, die E, in sich selbst transformiren; wir haben also 


eine Gleichung PEGE, 
aus der wegen (5) die Gleichungen 
(6) (L, Py E,)(E, Q,) = £,, (Ey Py Ey) (FE; Q) Hs) = 0 


folgen, wo e, 6 =1,2 sind, aber nicht gleichzeitig gleich 1 sein 
diirfen. Setzt man kurz allgemein 
E, Py Es = Pos, Eg Qe = Voc, 
so hat man daher nach (6) 
(7) Pu Qy = &,, Por Qic = 93 
dabei ist P,, der Theil von P,, welcher die Variabelen 
LS alr seer ie 
enthilt, P,, derjenige, der die Variabelen 
Let Pitre oe ele 
P,, derjenige, welcher die Variabelen 
LOM ARE a Mi) Phe et) 
enthalt, u.s.w.; Analoges gilt von Q,,, Qjo,--- 
Nun ist fiir die Formen P,,, Q;,, aufgefasst als Funktionen der 
Variabelen %,,..-2%r, Yy,--- Yr, wegen (7) 
| Pir Gn |=] Parl -| Gir | = 1; 
| Py, += 0, | 1 |S O.- 
Ferner folgt aus der Gleichung P,,Q,.=0, da | P,,|=+ 0 ist, 


also ist 


Qis = 9. 
Die Gleichung P,,%,.=0 reprisentirt nimlich das Gleichungssystem 
(8) Purdiy t+ Pusday + -°- + DurQrr = 9 


fir w=d, 2,.:.r,¥v=r+1, r+2,...m nach Satz a) in 22 und 
Gleich. (5) in 10, wenn 


Py => pieviys, Ors =D anniys 


gesetzt wird. Nimmt man aber fiir ein bestimmtes v in (8) der Reihe 
nach Ged 2 
so hat man fiir qiy,...q-, als Unbekannte r homogene Gleichungen mit 


nicht verschwindender Determinante Se Pity Doo + Prr3 Caher muss 
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div = Gav = --* = Gry = 0 
sein. Dies gilt fiir »=r+1,...n, dh. Q,, ist identisch Null. Ana- 
log zeigt man, dass wegen | Q,,|=- 0 aus der Gleichung P,,Q,,—0 
P= 
sich ergiebt. 
Wegen P,, = 0 hat man aber 


(9) [Ad P= | A Pala Bs — Ps, 
wegen Q,, = 0 
(10) [AE — Q| = |1E,— Q7-| 4B, — Qos |. 


Aus (7) folgt weiter 
O11 = d sarge b] 
Q,, ist also eine rationale Funktion von P,, (15); sind daher ¢,, c,,... ¢, 
die Wurzeln der Gleichung 
| AB, — P| =9, 
so sind nach 16, Schluss 


1G» “al 1 
ad Co a 
die Wurzeln der Gleichung 
| AE, — Qu|= 0. 


Nach (9) und (10) sind aber ¢,, G,-..¢- auch Wurzeln von |AH— P| 
und * ~) es auch solche von |AH—@Q|. Also gilt der Satz: 

24) Ist A singular, | A) vom Range r, und sind P, Q Substitutionen, 
die A in sich selbst transformiren, so besitzen die charakteristischen Gleich- 
ungen von P und Q r reciproke Wurzeln. 

Folgerung: Ist die Gesammtzahl der reciproken Wurzeln dieser 
Gleichungen 7’, so ist r<r’. 

Oder in Worten: 

25) Wird eine Form durch zwei Substitutionen in sich selbst trans- 
formirt, so kann der Rang ihrer Determinante nicht grosser sem, als die 
Anzahl der reciproken Wurzeln, welche ihre charakteristischen Gleichungen 


haben. 
Daraus folgt aber sofort der fiir uns sehr wichtige Satz: 


26) Wird eine Form durch zwei Substitutionen in sich selbst trans- 
formirt, deren charakteristische Gleichungen keine reciproken Wurzeln haben, 
so muss sie identisch verschwinden. 


2. Congruente Transformationen allgemeiner Formen. 


84. Die Form A gehe durch die congruenten Substitutionen P’, P 


in sich selbst iiber; dann kénnen wir wieder symbolisch geradezu 
11* 
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(11) A= PIA P 
setzen (vergl. 82, Anfang). 
Ist nun G eine beliebige Form, ist ferner G|==0, so folgt 


ae) (G' P'G!-1)(G'AG) (GPG) = GAG; 
setzt man hierin GAG = AW et ee. 
aus welch’ letzterer Gleichung 


GPQ@a. ie 
folgt, so erhalt man Pep A 


Wenn eine Substitution P eine Form A in sich selbst transformirt, 
so transformirt jede zu P ahnliche Substitution eine zu A congruente 
Form in sich selbst. 

Ist | A|=+-0, so ist vorstehend auch A,+-0; ist A symmetrisch 
oder alternirend, so gilt das Gleiche von A). 

Aus A= P'AP folgt ferner 

Q£+14,P)AP=A(A,P+4,4) 

ist daher |A|=-0, so sind die Schaaren 1,H+1,P' und 14,P+1,E 
Aquivalent; nach Theorem VIII sind aber auch die Schaaren 4, +1, P! 
und 4,#+4,P aquivalent; deshalb sind auch die Schaaren 1,P+ 1,E 
und 4,4 +4,P iaquivalent. Daher gilt der Satz* (vergl. den Beweis 
von Satz XXVI in 82): 
XXVII. Damit eine Substitution geeignet sei, eine ordinire 

bilineare Form in sich selbst zu transformiren, ist 


nothwendig und hinreichend, dass die Elementartheiler 

ihrer charakteristischen Dever nanie paarweise von 
gleichem Grade sind und fiir reciproke Werthe von 4 
verschwinden, mit Ausnahme derjenigen, welche zur 
Basis (A+1) adler (A4—1) gehGren. 

Der Vollstiindigkeit halber wollen wir noch einen Satz auf- 
fiihren, der sich auf die Transformation einer singuldren Form in sich 
selbst een obwohl derselbe keine weitere Verwendung findet. Er 
folgt unmittelbar aus Satz 24 in 83 fir Q@ = P, P = P' und lautet: 


27) Ist A singular, |A| vom Range v, und geht A durch die lineare 
Substitution P in sich selbst tiber, so ist die charakteristische Determinante 
von P durch eine reciproke Funktion r”" Grades theilbar. 


85. Im Folgenden bediirfen wir noch gewisser Betrachtungen tiber 
zerlegbare Substitutionen. 


* Frobenius, 1. ¢. 8, 84. 
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Sei P'4P—A und P in die Theile P,, P, zerlegbar; P, ent- 
halte die Variabelen 


P, die Variabelen 


Hn» Yu(e =1, 2,...m), 
Ly, YW» (v=m+1,m+2,...n). 
Setzen wir dann B= > Yn (w= 1, 2;...m), 


E,= > Y v=m+1,m+2,...n), 
so. ist fir o =1, 2 
Po = EP = PE, = Ey P Ey = EF, Pp = Pek. 
Aus P'4 P= A folgt daher, da P’ und P in gleicher Weise zer- 
legbar sind (22), fiir 0, o=1, 2 
E, AE, = E,(P'AP)E, = (E,P') A(PE,) = (Pp Ey) A(Po Es), 

oder, wenn A Feels 
gesetzt wird, 

Ey AgoPs = Aga. 


Wir machen nunmehr die weitere Annahme, dass keine Wurzel 
der charakteristischen Gleichung von P, zu einer Wurzel derjenigen 
von FP, reciprok ist. Die charakteristischen Gleichungen von P, und 
P', ebenso die von P, und -P, sind aber identisch; aus der Gleichung 


9 
lie Ax, fH, ae Ai, 
folgt daher Axs — 0, 


aus der Gleichung jis boy ee 
Perey i Moats Deen 4 | 


A,,=90 
nach Satz 26) in 83. Die Gleichungen 4,,=— A,, =O besagen, dass 
A in die Theile A,, und A,, zerlegbar ist (vergl. 83). Also: 
28) Wird eine Form durch eine zerlegbare Substitution in sich selbst 


transformirt, und haben die charakteristischen Gleichungen der beiden 


Theile der Substitution keine reciproken Wurzeln, so ist die Form in der- 
selben Weise zerlegbar, wie die Substitution. 
Noch zum Schlusse eine fiir das Folgende wichtige Bemerkung! 

Ist | A |== 0, und man setzt 

Dial; Al, 
so ist ie ties 

UPA AA aA Ant Al) ==. A) 
Jede ordinire Form A wird also durch die Substitution 

AtA! 

in sich selbst transformirt. 
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3. Congruente Transformationen der symmetrischen 
und alternirenden Formen. 

86. Wir beweisen zuniichst den Satz: 

29) Jede Substitution. U, welche eine symmetrische Form S [alternirende 
Form T] mit nicht verschwindender Determinante in sich selbst tiberfiilut, 
und fiir welche die Determinante von E+ U [E— U] nicht Null ist, 
liisst sich, und gwar in nur einer Weise, auf die Gestalt 


(12) U=(S+71T)-4*(S—T) 
bringen, wo 

Bo Bad 
(13) De Say [$= 7325] 


eine alternirende [symmetrische] Form bedeutet. 
Seien zunichst S und 7 beliebige Formen, sei S+ 7) +0 und 
U durch (12) definirt. Dann ist wegen (12) 


(S+T7)(£+ U)=84+7+4+(8+7)0=S4+T+4+S8~—-T, 


(14) (S+ 7T)(£+4+ U)= 28; 
analog findet man 
(15) (S+T7)(E— U)=2T. 


Setzen wir weiter voraus, dass |S +0 [| T =+=0] sei, so ist 
auch wegen (14) [(15)] 


|E+U|+0 (jB-ug+o. 
Nun folgt aus (12) 
(S+ T)U=S—T, 
SU+ TU =S—T, 
T+TU =S—SU, 
(16) Ti\E+ U) =S(E-—U) 
und hieraus, da | H+ U|=-0 [| £ — U|] +0 ist, die Gleichung (18). 
Umegekehrt folgt, wenn 
S+0, |B+U|+0 [| 7/+0, |E-U|+0) 
ist, aus (13) die Gleichung (12). 
Wir setzen nun endlich voraus, dass die Substitution U die 


symmetrische bilineare Form S in sich selbst tiberfiihre, dass also 
symbolisch 


(ig) S= USSU 

sel; ferner nehmen wir an, dass | H+ U|==0 sei. Dann kénnen wir 

nach dem Vorhergehenden eine Form 7 bestimmen derart, dass 
U=(S+T7)-! S+T) 

wird. Wir behaupten, dass unter der tiber U gemachten Voraus- 

setzung 7’ eine alternirende Form ist. Denn die Formen J und 
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T=(£+ U')T(E+U0) 
sind congruent; nun folgt aber aus (13) die Gleichung (16); daher ist 
N= (E+ U')S#— U)=S84+ U'S—SU—USU 
oder wegen (17) ert Se 08 1 
aus dieser Gleichung folgt aber, da S’= S ist, 
To =SU— U'S, 
aus den beiden letzten Gleichungen endlich 
J i es 


s 
Also ist YZ) alternirend, dasselbe gilt von dem zu Z, congruenten 7, 
und damit ist die Behauptung bewiesen. 

Ganz analog beweist man den auf ein alternirendes 7 beztiglichen 


Theil des Satzes 29) mittelst der Gleichung 
S,= (£— U')S(#— U0) =(£— UO) T(#£+ U)=TU— U'T; 
hier wird SPT PSs, 

87. Wir beniitzen das Vorhergehende, um den Charakter der 
Substitutionen zu ermitteln, welche geeignet sind, eine symmetrische 
[alternirende] ordinire Form in sich selbst zu transformiren. 

Angenommen P geniige den Bedingungen des Satzes XXVII. 
Dann giebt es eine Form A derart, dass 

A= E7AP 
ist. Hieraus folet aber 
Al'=P'A'P, A+tA'=P'(A+A')P, A—A'=P'(A—-AP. 

Es giebt mithin unter gemachter Voraussetzung auch immer eine 
symmetrische Form S=— A+ A' und eine alternirende Form 7= A— 4’, 
welche durch P in sich selbst tibergehen. Aber es kann die Deter- 
minante von S oder von J Null sein, ja es kann sogar vorkommen, 
dass S oder 7 identisch Null ist. Hs fragt sich aber, welches der 
Charakter einer Substitution ist, welche eine ordindre symmetrische 
[alternirende] Form in sich selbst transformirt. 

a) Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir zunachst einmal 
an, dass die charakteristische Determinante |4 — P| von P nur fiir 
einen Werth 2—e verschwindet, dessen Quadrat gleich Eins _ ist. 


Alsdann ist rears oO 
Ist nun S [Z'] eine ordinire symmetrische [alternirende] Form, die 
durch P in sich selbst tibergeht, so ist auch 

UseP (U== cP] 
eine Substitution, welche S [7] in sich selbst transformirt. Diese 
Form U hat aber die weitere Higenschaft, dass 
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E+ U|40 [E—U|+0] 
ist. Daher kann man nach Satz 29) in 86 
U=(S8+7)-! S—7) 
setzen, wo J’ [S] eine alternirende [symmetrische] Form bedeutet. Setzen 
wir nun S+T=A, 
so wird, da S—7'=A’, 


eP=A-14' [(—eP=A“4'] 


und weiter 
(18) AQGE-—P)=1A—cA' [ACGEH—P)=14A+4 2A]. 
Nun hat aber nach Theorem XIX die Determinante | 1A — ¢A'| 
[|4A+¢A'|] die ET von der Gestalt 

(A—s* [(4 — 8)?*44] 
stets zweimal; wegen (18) gilt das Gleiche von |Ae —P. Also: Die 
ET der Determinante |AE —P| von der Gestalt 


(A ee @)2% [(a ree e241] 

sind stets paarweise vorhanden. 

b) Es sei nun P irgend eine Substitution, welche eine ordinire 
symmetrische Form S in sich selbst iiberfiihrt, und in ET zerlegt 

g(a) =|4E— P= 9,(4)92(), 
wo g,(4) das Produkt aller ET vorstellt, die fiir 2 =e (e?=1) ver- 
schwinden; es ist also 
‘ g2(é) += 0, 


dagegen kann g,(— ¢)=0O sein. Ist der Faktor ,(4) von (i) vom 
m2 Grade in 2, dann sei P, eine Form der Variabelen 


coe pA theca YBa i) 
derart, dass fiir LH, = 2, y, + %.Yo+--> + %nYm, in ET zerlegt, 
|4£, — P,|=9,(4), 
und P, eine Form der Variabelen 2, y,(v=m-+1, m+ 2,...n) 
derart, dass fiir Ey = @n41Ym+1+ ++: +%nYn, in ET zerlegt, ’ 
| AL, — Ps|= (a) 
wird (Theorem XXII). Dann ist nach Theorem V, wenn 
Po=P, +P, 
gesetzt wird, in ET zerlegt, 
(AE — Py = 9,0) 924) = 9G) =|4E — Pi; 
daher sind die Formen Py und P ahnlich (Theorem XXI); | P,| ist 
nicht Null, weil | P|=+- 0.ist; also sind wegen 
| Pol =| Pil -| Pe 
auch | P,| und | P,| von Null verschieden. 
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Da aber P, und P ihnliche Formen sind, so giebt es nach 84 
eine zu S congruente Form S,, welche durch P, in sich selbst trans- 
formirt wird. P, ist aber zerlegbar, die charakteristische Determinante 
des einen eee P, verschwindet fiir 27—=<«, die des anderen aber 


nicht fiir 4 =-——e, also sind die Formen P, und S, nach Satz 28) 


in 85 in es Weise zerlegbar. Es sei nun &, so zerlegt wie 
Py, gleich S,-+ S,. Dann sind wegen | S,| = 0 auch ‘Ss, [== 0) bi, |= 0: 
Da S symmetrisch ist, so ist es auch S,, und zwar miissen beide 
Theile von S, eynlettiath sein. Weitér ist (22) 


PS Po = (Pi + P3)(8, + 83)(P, + P,) = iS, P, + Po Saks 


d 
oo PySy Po = Sy = 8, + 83, 

PiS, Py + PS, Py = 8, + 8). 
Aus der letzten Gleichung folgt aber, da S, und 8, keine Variabele 
gemeinsam haben, PS Pm 6 LIPS Po. 
Die ordiniire symmetrische Form 8S, geht also durch eine Substitution 
P, in sich selbst iiber, deren charakteristische Determinante nur fiir 
24=< Null ist. Nach dem oben unter a) Gezeigten sind daher die 
ET dieser Determinante von der Gestalt (4 — «)?* doppelt vorhanden; 
das Gleiche gilt fiir die Determinante |2¢ — P|, ¢ kann +1 oder —1 
sein, also sind die ET der Determinante |ie— P| von der Gestalt 
(A —1)?* und (A +1)?* paarweise vorhanden. 

Fiir eine alternirende Form JT beweist man analog mittelst des 

Resultates unter a) oben, dass, wenn 
Pa POPP. Tats 0 
ist, die charakteristische Determinante |e — P| von P die ET von der 
Gestalt (2 —Deett, (4-414 
doppelt besitat. 

c) Wir behaupten nun, dass die unter c) gefundenen Bedingungen 
zusammen mit denen des Satzes XX VII nicht nur nothwendig, sondern 
auch hinreichend dafiir sind, dass die Substitution P eine ordinire 
symmetrische [alternirende] Form in sich selbst transformirt, dass also 
folgender Satz von Frobenius gilt:* 

XXVII. Damit eine Substitution geeignet sei eine ordinire 
symmetrische [alternirende] bilineare Form in sich 

selbst zu transformiren, ist nothwendig und hinreichend, 

dass die inlesmaerceerinenl eg ihrer charakteristischen 
Determinante paarweise von gleichem Grade sind 


EP gots) a 
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und fiir reciproke Werthe verschwinden, mit Aus- 
nahme derer, die ftir die Werthe +1 oder —1 Null 
sind und einen ungeraden [geraden] Exponenten haben. 
Wir kénnen uns beim Beweise auf die symmetrischen Formen 
beschriinken, da derselbe fiir alternirende ganz analog ist. 
Es sei, in ET zerlegt, 
p(t) =|4B — P| = 9,4) - g2(4), 
wo g,(4) das Produkt aller ET vorstelle, die fiir 
A=-—1 
Null sind; g(4) sei vom mm" Grade in 2.* Dann giebt es eine Form 
1A, + Aj der Verinderlichen 
Lu y You (te a 1, 2)... m) 


derart, dass, in ET zerlegt, 

|4.A,+ Art| = 9, (A), 
und eine Form 4.A,— Aj der Variabelen 

Ly, Y(v=m+ti, m+2,...n) 

derart, dass, in ET zerlegt, 

| 4.4, — A, |= 9 (4) 
wird. Denn wird z. B. g,(A), wenn 4 Te gesetzt und dann mit 147-™ 
multiplizirt wird, zu @3(A,, 4,), so sind die Faktoren von gj (A,, Ag) 
— bei der durch (4) gegebenen Zerlegung — paarweise gleichen 
Grades und fiir reciproke Werthe von a gleich Null, die Faktoren 
von der Gestalt (4, + 4,)2* sind doppelt vorhanden, die von der Gestalt 
(A, + 4,)?*+1 in gerader oder ungerader Zahl; daher giebt es nach 
Theorem XX eine Form A, derart, dass, in ET zerlegt, 

| Ay Ag + 4p-Az|= 93(Ay, 4g) 
ist. Nun ist |A,|=--0, da p(0)+ 0 ist; ferner wird ftir 1,=4, 
ease: (Ad, — Aj |= 9, (4), 
und zwar ist, in ET zerlegt, |4A,—A}| = q,(d) (87). — Auch | A, | 
ist nicht Null, ferner nach Voraussetzung 
|A,+ Ai|=-0, |4A,;+4;|=- 0 
und somit, wenn wir 
A,+4A;=S8,, A, +AL=S8, 
S,=8,+ 8, 

eine symmetrische Form, deren Determinante nicht Null ist. Setzen 
wir daher weiter 


setzen , 


* Fir m=0 bleibt das Folgd. mit selbstverstiindlichen Modifikationen be- 
stehen. 
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BAP Alte Pa AS =P PaeP) =P, 


ee ay m yy 
Ei = > %nYn, LE, = > Ly Yr 
so wird 


A, (AE, — P,)=14,+ Ai, A,(AEF,— P,) = 1A, — Aj. 
Daher sind die Determinanten |4E,— P,| und |i F,— P,|, in ET 
zerlegt, gerade gleich gy, (A) bez. y, (4), mithin ist, in ET zerlegt, nach 


Theorem V | 
[AL — Po = $1 (4) po (A) a p(A). 


Die Formen P und P, sind also ahnlich (Theorem XXI), woraus zu- 
gleich folgt, dass | P,|=_ 0 ist. Nach 85, Schluss, hat man aber 


P; A,P,= A, 
wor 
a | PLALP, = Al, 
folgt. Daher wird P'S,P,=S, 


und analog Picep. 26 
eae heats 2) 


woraus endlich (Pj + P3)(S, + 8,)(P, + P,) = 8,+ S, (22) oder 

A 0 So Py = 8p 
sich ergiebt. Es existirt also eine ordiniire symmetrische Form S,, 
die durch P, in sich iibergeht. Nach 84 transformirt daher auch 
die zu P, ahnliche Substitution P eine zu S, congruente Form, also 
ebenfalls eine symmetrische Form mit nicht verschwindender Deter- 
minante in sich selbst, w.z. b. w. 


88. Ist nun (4) ein Produkt von Potenzen linearer Funktionen 
von 4, welche die in dem Theoreme XXVIII — soweit es sich auf 
symmetrische Formen bezieht — fiir die ET von |AH— P| an- 
gegebene Beschaffenheit zeigen, dann giebt es, wenn g(4) vom Grade 
m in 4 ist, nach Theorem XXIV in 79 eine lineare Substitution P: 


(19) Di = $114 + SoiMht---+Snit, = 1, 2,... 0), 

deren charakteristische Funktion, in ET zerlegt, gerade (A) ist. 
Daher giebt es nach dem eben bewiesenen Satze XXVIII eine sym- 
metrische Form S von 2m Variabelen x;, y;, welche durch die Sub- 
stitutionen (19) und 

(20) Yi = 8124, + S2eYg +e + Sai Yn 

in sich selbst transformirt wird; dabei ist |S|=_-0. Es sei nun S, 
irgend eine andere ordinire symmetrische Form von 2m Variabelen; 
dann sind nach 76, Satz 19) die Formen S, und S congruent, und 


es giebt daher (nach 84) zu (19) bez. (20) ahnliche Substitutionen, 
welche S, congruent in sich selbst transformiren. Da nun aber die 
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charakteristischen Determinanten dieser Substitutionen mit denen von 
(19) und (20) in den ETn tibereinstimmen, so gilt der Satz: 


XXIX. Es giebt Substitutionen, die eine gegebene ordinire 
symmetrische [alternirende] bilineare Form in sich 
selbst transformiren, deren charakteristische Deter- 
minanten vorgeschriebene Hlementartheiler — im 
Sinne des Theorems XXVIII — besitzen. 


Fiir alternirende Formen erledigt sich der Beweis ganz analog. 

In den Theoremen XVUI und XXIX kann man fiir ,, symmetrische 
bilineare Form“ sagen ,,quadratische Form“ (63) und erhilt so zwei 
Theoreme tiber quadratische Formen, die namentlich fiir die Geometrie 
von ausserordentlichem Interesse sind. 

Man kann auf Grund des Theorems XXIX die Substitutionen klassi- 
ficiren, die eime gegebene symmetrische bilineare (quadratische) oder alter- 
mrende Form in sich selbst transformiren, indem man sich eines wieder- 
holt angewandten Principes bedient. Man setzt dabei in der Charakteristik 
einer Substitution (79) tiber die Exponenten, welche sich auf die Basis 
4+1 (4—1) beziehen ein —(+) Zeichen. Die zu den einzelnen 
Klassen gehérigen Normalformen erhilt man aus 79. 

Zum Beispiel hat man folgende 

Klassen der Substitutionen, welche eine ordindre terndre quadratische 
form in sich selbst transformiren. 


sea ft Li] $= 08, Wa ae Ny =e 

2. [iti] Ej Wi My Sae,, Ly 

3. [111] :0,=2,, 1% =a, L, = — 2y. 
4, [3] y= 21, q— I+ My, y= UL + 7. 


Man kann hier leicht terniire quadratische Formen angeben, die 
durch vorstehende Substitutionen bez. in sich selbst tibergehen. Durch 
1.—3. wird die Form 2,2, + a2, durch 4. die Form 

2 + 222 — 24, % — 42,2, 
in sich selbst transformirt. U.s.w. 


§ 13. Orthogonale und cyklische Formen. 
89. Zu den Substitutionen, welche eine ordinire symmetrische 
bilineare Form in sich selbst transformiren, gehdren die orthogonalen 


Substitutionen. Ist niimlich R eine solche Substitution, so hat man 
symbolisch (13) 


* Man kann auch [111] schreiben, da zwei Substitutionen P und — P 
nicht wesentlich verschieden sind. 
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Toh ah Fn eRS Pp: 


Fi transformirt also die symmetrische Form EF = ayy, + --- + Yn in 
sich selbst. Daher folgt sofort aus Theorem XXVIII:* 


gleich Null, mit Ausnahme derjenigen, die fiir +1 
oder —1 verschwinden und einen ungeraden Ex- 
ponenten haben. = 

Aus Theorem XXIX aber folgt unmittelbar der Satz:** 


XXXTa. Es giebt bei gegebenem m orthogonale Substitutionen 
fiir n Variabele, deren charakteristische Determinanten 
vorgeschriebene Hlementartheiler — im Sinne des 
Theorems XXX — besitzen. . 

Auf Grund dieses Theorems kann man die orthogonalen Sub- 
stitutionen klassificiren. Zu Normalformen fir die Substitutionen der 
einzemen Klassen gelangt man mittelst der in § 12 angegebenen 
Normalformen. Man ermittelt zunichst eine quadratische Form S, 
die durch eine solche Substitution P in sich iibergeht (S.170—171); 
alsdann sucht man diejenige Substitution G, die S in £ iiberfiihrt, 
und findet dann aus P und G eine Substitution P,, die / in sich 
selbst transformirt (84, Anfang). 


§0. Von besonderem Interesse sind die reellen orthogonalen Sub- 
stitutionen, die wir in 90 ausschliesslich in Betracht ziehen. — 

Es sei*** R eine reelle orthogonale Form von 2m Variabelen 2%, yi, 
ferner wieder E = x,y, +---+2%ny, und ¢ eine Wurzel der Gleichung 
|4H — R|=0. Sind dann, nach fallender Grésse geordnet, a, B, y,... 
die zur Basis 4 —c gehdrenden ET von |AH — |, so hat man fir 
(AE — R)-! eine Entwickelung nach steigenden Potenzen von 4 —¢ 
von der Form 
(1) Qh hy —Ag— 0) "+ BY — 0) tt 
Vergl. 71. Setzt man nun die rechte und linke Seite dieser Gleichung 
mit (AE — R) zusammen, so kommt 

GE W—UR-R)—F AGE-E) , BGB-P) , |, 


(4—) G—e—* 
woraus 


* 1c. 8 48—49. 
EVN Cs S49: 
Se lne.8.-51 ie. 
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(A—c)*E=AQUE—R)+BQE-—R)U—-e)+:--» 


und fiir 4 = c¢, 


(2) A(cH — R)=0 
folgt. Ist nun fir Y—1=i,c=a-+ ib, so sei a—ib =; ist 
7 A=A-3B,, 


so sei 4, —iB,=A, wobei a, b, A,, B, reelle Zahlen und Formen 

bedeuten. Dann folgt aus (2) durch Vertauschung von 7 mit —7 

(3) A(¢E— R) =0. 

Es ist also nach (2) und (3) = 4; 

AR=cA, AR=cA. 
Aus der letzten Gleichung folgt weiter 
R'A'=cA' 

(AR)(R'A') = cé AA’; 

nach Voraussetzung ist aber RA'= EH, sodass sich 
AA'=ceAA', AA'(1—cé)=0 

ergiebt. Nun kann aber AA’ nicht Null sein (ll, 5), also ist 
1—ce=0, ce=1, a?+b?—1. 

Daher gilt der Satz*: 

30) Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung emer reellen 
orthogonalen Substitution haben sdémmtlich den Modul 1. 

Wir benutzen jetzt die bekannte geometrische Darstellung com- 
plexer Zahlen durch die Punkte einer Ebene. Die Reihe (1) convergirt 
innerhalb eines gewissen, um c¢ beschriebenen Kreises (Convergenz- 
kreis), ¢ selbst liegt nach Satz 30) auf dem Hinheitskreise. Wir be- 
schriinken jetzt die Verinderliche 4 auf das Stiick der Peripherie des 
Kinheitskreises, welches innerhalb des Convergenzkreises liegt. Nun 
ergiebt sich aus (1) durch Zusammensetzung mit 

Cig cg a 8 & 
mit Rticksicht auf 12, Schluss, 
(R'— A’ E)-1= 1RA(A—6)-* 4+ --- 
Bildet man rechts und links die conjugirte Form, so wird 
(R— is" B)-1 = 2 A'R'(A — c)-* 4+ =. 
Vertauscht man hierin 7 mit — 7, so erhilt man, da nach Voraussetz- 
ung 4~* zu 2 und nach (54) Satz 30) c—1 zu ¢ conjugiert complex ist, 


und hieraus 


* Brioschi, Liouv. Journ. (54) Bd. 19, 8. 253; Schlafli, Crelle’s J. (66) Bd.65, 
8. 186; Frobenius, Crelle’s J. (78) Bd. 84, 8.52; Stickelberger: Ueber reelle 
orth. Subst., Progr. der eidgen. polyt. Schule fiir das Schuljahr 1877/78 (erstes 
Halbjahr), Zitirich 1877, S. III. 
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=1 
or 


Ga aetwe A R16) 9 «. 
Hieraus folgt durch Multiplikation mit — L 
GiB — BR) = ATR CG 1)*=2er22@—-1 (4 — )-24 --. 
Jetzt entwickelt man noch 2*—! nach Potenzen von 4- ¢ und setzt 
(—1)*-1@4-1= d; 
alsdann erhilt man die Gleichung 


(4) (AE — R)y-=dA'R'(a—o)-* + --- 

Der Vergleich von (1) und (4) lehrt, dass 
A=dA'R', 

also 


A? = d(AA')R' 
ist. Nun ist aber 4.A’== 0, | R'|+ 0, also ist auch A? == 0. (12, Anf.) 
Differentiirt man die Gleichung (1) nach 2, so erhalt man (21) 
—AE— R)-?=— aA —c)-*14 --; 

durch Zusammensetzung aber erhilt man aus (1) 

QE — R)—? = A?(2 — ¢)—?7+ --- 
Der Vergleich der Exponenten von 4 —c in den Anfangsgliedern dieser 
beiden Entwickelungen von (AL — fk) —? zeigt, dass 


= 20 = © | 
oder 
a= 
ist; nach Theorem I ist dann auch B=y=---=1. Also gilt das 
Theorem: * 


XXXII. Die charakteristische Determinante einer reellen 
orthogonalen Substitution besitzt lauter lineare 
_Elementartheiler. 

Haben zwei reelle orthogonale Formen R, und &, dieselbe 
charakteristische Determinante, so stimmen nach XXXII die ET von 
|AH— R,| und |AH— R,| tiberein. Denn steckt (A — c) zur a? Potenz 
in |AE— R,|=|AE— Ff, |, so hat jede dieser Determinanten den ET 
(A —c) a-mal. Also: 

31) Zwei orthogonale Formen mut reellen Koefficienten sind dann 
und nur dann dhnlich, wenn sie dieselbe charakteristische Determinante 
haben.** 


* Frobenius, l.c. 8.53; Stickelberger, l.c. 8. VII. 

** Stickelberger, 1. c. Man kann eine reelle orthogonale Form in eine zu 
ihr Ahnliche reelle orthogonale Form durch eine reelle orthogonale Substitution 
tiberfiihren. Denn es gilt der Satz: 

Sind zwei (reelle) orthogonale Formen dhnlich, so sind sie auch congruent wnd 
kénnen durch eine (reelle) orthogonale Substitution in eimander transfornurt werden. 
(Frobenius, Crelle’s Journ. (78) Bd. 84, $8.59, SB 1896, S. 18.) 
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Ist R eine reelle orthogonale von 2m Variabelen abhingige Sub- 
stitution (Form), so ist nach den Satzen XXX—XXXII, wenn e die 
Basis der natiirlichen Logarithmen bedeutet, in ET zerlegt, 


AH RB|=(—e%)(4—0)—) ... Gee) (A— 0), 


6) 20 Stiick 
oe ¥-1)4—-)...@-)G4+)Gt)...G+)), 
6 Stiick t Stiick 
wo 
(6) 2Qo+o+t=N. 


Wir wollen die rechte Seite von (5) mit g(d) bezeichnen; es 
fragt sich dann, ob es, wenn man bei gegebenem » in p(/) die Zahlen 
0, 6, t beliebig, aber so wihlt, dass (6) erfiillt ist, eine reelle ortho- 
gonale Substitution R fiir 2m Variabele giebt derart, dass, in ET zer- 


lect, gerade VE — Rl =9(a) 


ist. Dieses ist in der That der Fall. Man betrachte namlich die 
folgende reelle orthogonale Substitution 


nt ; yl “pl U 
L, = COSH, 7, — SIND, Xy,.--, Leo—1 = COST oL291 — SIND p20, 
5 ! na 1 = ~ ! 
(1) Lo = SIND, 2, + COST, 2%, ..., Xoo = SMB 7291 + COS DoX20, 
' oa 
| 2041 = X2041 Sodoc oo 5 ) Loto = L2044) 
aif 
L20+ 0-1 = — 204041) ++ +) Ln = — In. 


Das System der charakteristischen Determinante derselben ist zerleg- 


bar; die ET von | 1— cos 9, sin 9, | 


—sin?, 1—cos 4%, | 
sind 
A—(cos#,+isind,)=—A4—e' und A—(cos#,—isind,) = 1—e—*%, 
u.s.w.; daher hat nach dem Satze V die charakteristische Deter- 
minante von (7) die gewiinschten ET. Also: 

XXXIb. Hs giebt bei gegebenem x» reelle orthogonale Sub- 
stitutionen fiir n Variabelen, deren charakteristische 
Determinanten m vorgeschriebene Elementartheiler 
besitzen. 

Nach dem Satze XXIII kann jede reelle orthogonale Substitution 


durch reelle* lineare Substitution auf die Normalform (7) gebracht 
werden.** 


* Und zwar durch reelle orthogonale Substitution. Vergl. 39 u. 8.175, Anm. 
** Stickelberger, l.c.S.V. 
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9]. Wir nennen eine Form (Substitution) 


A = San rigs G,h—=1,2,...2) 
eme cyklische Form (Substitution) mt" Grades, wenn es eine 
positive, ganze, endliche Zahl m giebt derart, dass die me Potenz von A 
(15) gleich* E ist. A heisst eine primitive cyklische Form (Sub- 
stitution) m*™ Grades, wenn es keine Zahl 1 <_m giebt, fiir die A’—E ist. 


Ist A cyklisch m‘™ Grades, P eine beliebige ordinire Form, so 
ist B= P—1AP gleichfalls cyklisch mt Grades. Denn es ist 


. B®= (PA P)(P-1AP¥.... (PAP) 
= PAS Bis Poth PE. 

32) Ist A eine cyklische Form m" Grades, so ist jede zu A dhn- 
liche Form ebenfalls eine cyklische Form m" Grades. 

Die cyklische Form m*” Grades A geniigt der Gleichung 
An" —E=0. 
Am™—1=0 
hat aber bekanntlich lauter verschiedene Wurzeln; folglich hat die 
Determinante AH— <A} nur lineare ET (17, Satz 8). Sei 4—e ein 
soleher, also ¢ eine Wurzel der Gleichung |AH— A|=0, dann ist 
nach dem Satze am Schlusse von 16 ¢” eine Wurzel der Gleichung 

[AH—A™|=|AE— B|=Q-1)"= 


also ist arb aii 


Besitzt umgekehrt die charakteristische Determinante einer Form A 
nur lineare ET und zwar nur solche, die fiir me Wurzeln aus 1 Null 
sind, so ist A cyklisch m*™ Grades. Denn ist, in ET zerlegt, 

[AH —A|=(A—&)(A—&)...(A— &n), 


wo é7—1(¢=1,2,...m), so ist fir 


Die Gleichung 


B= 82,9, + &%2 Yat +++ + En@nYn 
die Determinante |2H—B|, in ET zerlegt, ebenfalls gleich 


(A — &)(A— &)... (A— én). 
Also sind A und B dhnliche Formen (Th. XXI), B ist cyklisch mt 
Grades, folglich auch A nach dem Satze 32. 
XXXIII. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 


dafiir, dass A “eine ceyklische Form m‘e2 Grades ist, 


M,—- 
* Ist H=cAm, so ist fir B= VcA geradezu Bn= HH. Vergl. die Anmerk. 


S. 160. 
Muth, Elementartheiler. 12 
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bestehen darin, dass die charakteristische Deter- 
minante von A nur lineare Elementartheiler besitzt, 
und dass diese nur fiir m*® Wurzeln aus Eins ver- 
schwinden.* 

Man erkennt leicht, dass A primitiv cyklisch m”" Grades ist, wenn 
|AH—A| nur lineare ET hat, alle Wurzeln von |AH—A|=—0 
me Wurzeln aus Eins sind, und wenn sich unter diesen Wurzeln 
mindestens eine primitive Wurzel befindet; und umgekehrt. Ferner 
geht aus dem Beweise von Theorem XXXIII hervor, dass man cyklische 
Formen m** Grades von 2m Variabelen bilden kann, die — im Smne 
des Theorems XXXIII_ — vorgeschriebene ET besitzen, was wiederum 
zu einer Klassifikation der cyklischen Formen (Substitutionen) bei ge- 
gebenem » und m fiihrt. Wir gehen hierauf jedoch nicht naher ein, 
sondern geben noch einige Sitze tiber Formen**, die zugleich orthogonal 
und symmetrisch oder zugleich orthogonal und alternirend sind, welche 
sich mittelst des Satzes XXXIII einfach beweisen lassen. 


92. Sei zuniichst (symbolisch) zugleich 
Ale A} 
A'= A. 
A= AA = AAI = E; 


A? ist also cyklisch zweiten Grades (91) und folglich hat |242—A| 
nur lineare ET, die fiir 


und 


Dann ist 


Vik 
verschwinden (XXXIII). Also: 


XXXIV. Ist eine Form zugleich orthogonal und symmetrisch, 
so sind die Hlementartheiler ihrer charakteristischen 


Determinante alle linear und verschwinden nur fiir 
+1 oder — 1.*** 


Hat man aber gleichzeitig 
Ae As A= — A, 
A?=— AA =—AAO=—E. 
Setzt man daher 7A = B, so ist 


so ist 


* Diesen Satz giebt Segre, Mem.d.R.Acad.d.Scienze di Torino (85), Ser. I, 
Tom. 37, 8.6 Anm. ohne Beweis. Vergl. auch Frobenius, Crelle’s Journ. (78) 
Bd. 84, 8.16, Satz VIL. 


** Reelle oder nicht reelle. 


*** Frobenius, Crelle’s Journ. Bd. (78) 84, S. 26. 
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= —A'=— f, 
B also eine cyklische Form zweiten Grades; die ET von | 4, E+ 2, B| 
haben nach XXXIIT die Gestalt 2,+ 2, oder 1,—4,, also haben die- 
jenigen von 14H—A| die Gestalt 2—7 oder 4+7, wie sich sofort er- 


giebt, wenn man 2,=4/, 4, =7 setzt. Nun gehdrt aber nach XXX zu 
jedem ET A—7¢ ein ET 4+7. Also: 


XXXYV. Ist eine Form orthogonal und alternirend, so sind die 
Elementartheiler ihrer charakteristischen Deter- 
minante alle linear und verschwinden zur Hilfte fiir 
+7, zur Halfte fir —7* 

Im Folgenden wird uns ein weiterer Fall entgegentreten, wo eine 

Determinante nur lineare ET besitzt. 


§ 14. Definite Formen. 
93. Eine quadratische Form 


D =D )ain wit (i,k =1,2,...m) 


mit reellen Koefficienten a;; = a,; heisst definit, wenn sie fiir reelle 
Werthe der homogenen Veriinderlichen a,|a|...|a, stets Werthe 
von demselben Vorzeichen annimmt; sie heisst positiv oder negativ, je 
nachdem dieses Vorzeichen + oder — ist. Ueber definite Formen gilt 
folgender bekannte Satz von Kronecker:** 

33) Verschwindet die definite Form D ftir em reelles Werthesystem 
C,|€ |---| Gn, 80 bestehen die n Gleichungen 
i) i101 + Aie¢e +-++ + Ginta =O @ =1,2,...%). 

Diese Eigenschaft der definiten Formen ist fiir alle Untersuch- 
ungen tiber Schaaren quadratischer Formen, die eine definite Grund- 
form besitzen, von fundamentaler Bedeutung. Mit Hilfe des Satzes 33) 
beweist man z. B. sehr einfach, dass, wenn A eine beliebige reelle, 
D eine definite quadratische Form von n Variabelen ist, die Gleichung 

|AA+ D| =O  - 


nur reelle Wurzeln hat***, vorausgesetzt, dass |4A-+ D|==0 ist. 


*Hrobenius, |e. 
** Kronecker, BM 1868, S. 339. 

*#* Weierstrass, BM 1858, 8.213; BM1868, S. 338; Gundelfinger in 
Hesse’s Raumgeometrie, 3. Aufl. (76), IV. Suppl. u. in Gundelfinger-Dingeldey, 
Vorl. a.d anal. Geom. d. Kegelschn., Leipzig 1895, 8S. 66 — 67. 

ilps 
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Wir gehen auf die Beweise dieser Sitze nicht niher ein, da sie 
bereits unter verschiedenen Gesichtspunkten in Lehrbiichern behandelt 
sind.* 

Ueber die ET der Determinante einer Schaar der eben beschriebenen 
Art gilt nun folgendes Fundamentaltheorem:** 

XXXVI. Verschwindet die Determinante einer Schaar 
Ap Aa yD 

von quadratischen Formen nicht identisch, und ist 
eine ihrer Grundformen, etwa JD, definit, so haben 
die Elementartheiler der Determinante der Schaar 
alle den Exponenten 1, mit Ausnahme der zur Basis 4, 
gehdrigen ET, welch’ letztere auch den Exponenten 2 
haben kénnen. 

Wir setzen 24,=—g4, 4, =hd —1, wodurch 

14,A+1,D =(gA+hD)s—D=Bi-—D 
wird; dabei wihlen wir g undh so, dass g + 0 ist und |g4 +hD|=+0 
wird. Alsdann entspricht jedem ET (a/,+ 64,) von |4,A+2,D| 
ein ET (a'4 — b)* von | Ba — D| (37). 

Wir untersuchen jetzt die ET von |AB—D|, und zwar wollen 
wir von nun an unter B und PD die Polarformen der quadratischen 
Formen B und PD verstehen; wir setzen also (63) 


1 OB 1 eD , 
B= Bry) 5 Guu? D= Day) =; reg (2 =1, 2 ae ah 


Zur Basis 4 —c, wo c= 0 sei, mdgen die ET (A — cc)’, (A— ee)... ge- 


héren, wo e>f>--- Dann hat man, wenn wieder das symbolische 
Rechnen mit Formen benutzt wird, eine Entwickelung (71) 
Ji G fad 
2 AB— D)-“i= syne 
( ) ( ) (A—c) Tare ane ? 


da die Formen B und J) symmetrisch sind, gilt das Gleiche von 
F, G, H,... Aus (2) folgt fiir H = a,y, +--+ + 2nYn 


* Baltzer, Determinanten, 5. Auflage, Leipzig (81), S.177ff. Gundel- 
finger-Dingeldey, l.c. 8. 65—67. 

** Weierstrass, BM 1858, S. 207 ff. (Ges. W. Bd. I, S. 233). Vergl. auch 
Nachtrag zu dieser Abhandl. BM 1879, 8. 430; BM 1868, S. 336 ff. (Ges. W. 
Bd. Il, $.42). Frobenius, Vierteljahresschrift der Naturf.-Gesellschaft in Ztirich, 
Jahrg. 41, 1896, 8.20ff. Gundelfinger im IV. Suppl. von Hesse’s Raum- 
geometrie, 3. Aufl. (76) und in Gundelfinger-Dingeldey, Vorles. a. d. anal. 
G. der Kegelschn., Leipzig (95), S. 67— 68. Obiger Beweis ist mit geringen 
Modifikationen der, den Gundelfinger am guletzt citirten Orte gegeben hat. — 
Ueber verwandte Sitze vergl. Christoffel, Crelle’s Journ. (64) Bd. 63, S. 255 
bis 272 und Gundelfinger-Dingeldey, l.c.S. 70—75. 
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(4— ce) E= FUB—D)+GQB—D)a—e+--. 


und hieraus, wenn man 4=c-+ 4! setzt, 


(3) Ea" =((c-+ 2") FB— FD} + (e+ 2')G BG D\+ 2% + a) HB—HDI+... 


Wire nun e > 1, so miisste 
(4) cFB—FD=0, FB+cGB-—GD=0 
sein. Da ferner (PFB+cGB—GD)'=BF+4cBG— DG ist, so 


folet aus (4) 
(CFB — FD)G — F(BF + cBG — DG) =0 


oder 3 
BE 0; 

wegen der ersten Gleichung in (4) miisste also auch 
ED i=) 


sein. Setzen wir aber 
! 
EY = 0, + A,X + +++ + Onn = A1Y1 + OY2 + +--+ OYn, 
wo die a; dieselben Funktionen der y; bedeuten, wie die a} der x;, so 


ist per def. 0D OF aD 
Ra ag D (aa); 
F 
per iss F'D! = FD = D(ya’) 
Ene 
und somit FDF = D(a’). 


Unter der gemachten Voraussetzung wire also D(aa')=0. Fir 2;=y; 
wird aber a;— a}, sodass die definite Form D fiir x; =a; Null wire; 
nach Satz 33) wire folglich auch D(za) = DF’ =O, und somit auch 


nach (4) BF=0. 
Da aber Ff’ == 0 ist, so miisste | B|—0 sein, gegen die Voraussetzung. 
Also ist e=f=---=1 (Theorem I); die ET von |4AB— D| mit der 


Basis 2—c, wo ¢=+-0, sind alle linear, mithin auch die ET von 
|4,A +4,D) mit der Basis a1,+ 62,, wo b + 0. 

Wir nehmen jetzt weiter an, dass zur Basis 1 die HT 2%, 2%... 
von |AB— D| gehéren, woe >f>--- Angenommen e wire grésser 
als 2! Indem wir vorstehend ¢ = 0 setzen, gelangen wir, wie daselbst, 
zur Gleichung (3). Unter der gemachten Voraussetzung muss dann 

FD=FB-—-GD=GB-—HD=0 
sein. Aus FD = 0 und GB— HD = 0 folet aber, da FD = DF us.w. 


FBG =0, 
sodass, wegen FLB—-GD=0O, 
GDG=0 


wird. Aus der letzten Gleichung folet aber, wie oben, GD =O und 
hieraus BF =O, was nicht sein kann. Daher ist e < 2, und das 
Gleiche gilt fir f, g,... nach Theorem I. Die ET von |AB— D| 
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mit der Basis 2 haben nur Exponenten ,,1“ oder ,,2“ und daher auch 

die ET von |4,4+4,D| mit der Basis 4,. — Damit ist Satz XXXVI 

vollstiindig bewiesen. 

Der Satz iiber die Realitit der Wurzeln, sowie das Theorem XXXVI 
gelten auch, wenn unter den Formen der Schaar 4, A + 4, B eine definite 
ist, etwa g A +hB, nur muss es dann im Theoreme statt ,,/,“ heissen 
pha, — gi, (37) 

Treten in einer Schaar zwei definite Formen D, und D,, wo 
nicht D,= const. D,, auf, so bringe man sie auf die Gestalt 

TED. 

Hatte nun ein ET von |4,D,+4,D,| mit der Basis 2, den Ex- 

ponenten 2, so wire 4jD.+ 42D, eine Schaar mit definiter zweiter 

Grundform derart, dass |41D2+ 42D,| einen ET 4,” besiisse, was 

nach XXXVI unmoéglich ist. Also: 

XXXVII. Enthalt eine ordina’re Schaar von quadratischen 
Formen zwei (nicht blos um eine Konstante ver- 
schiedene) definite Formen, so besitzt ihre Deter- 
minante lauter lineare Elementartheiler. 

94. Da die Determinante einer Schaar 4,4 + 4,D bei definitem D 
ET von der im Theorem XXXVI angegebenen Beschaffenheit besitzt, 
so kénnen in der zu 4,4+4,D_ gehérigen Weierstrass’schen 
reducirten Schaar (65, Satz 15) nur Theilschaaren von der Gestalt 


T= hie Xo Aba Xs (bo +0, ET: 4,4, + 0,4,), 
LT, = dye XG (EPs ss 
T= A (265k ¢hotit NX Ag xe (TEs ay) 

auftreten. 


Ist | D|=— 0, so treten Theilschaaren 7, und 7, in der Reducirten 
nicht auf; ist aber | D|—0, so kénnen wir g +1 nehmen; h soll 
ebenfalls stets reell gewihlt werden. 

Da nach dem in 93 aufgefiihrten Satze die Determinante 

[4,4 + ,D| 
nur reelle ET besitzt, so wird nach dem zu Gleichung (6) in 65 Be- 
merkten hier 
(5) Xo vy Vieks, 
wo X, eine veelle Form der Variabelen x; vorstellt und ¢, entweder 
+1 oder —1 ist. Im einer Theilschaar 7, ist & = &41. 

Nun setzen wir weiter X, fiir Vb xe was einer neuen linearen 
Substitution entspricht. Aus der Substitution, welche die Schaar 
4,4 + 4,D in die reducirte 2,A + 4,A tiberftihrt, und dieser zweiten 
Substitution resultirt eine dritte, bei welcher die neuen Variabelen mit 
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den alten wieder durch lineare Gleichungen von der Gestalt (5) 
zusammenhiingen. Wir kénnen also gleichzeitig durch lineare Sub- 
stitution 4 und D auf die Gestalt 


A = >a, X3 + S\a0 X35 + >'2ae Xe X41 — WX); 


A= SX ee a 


bringen, wo die Mp, Go, @, und h reell sind, und wo betrefis der X; 
das oben Bemerkte gilt. Setzen wir nun schliesslich 
X;=VeX; (¢=1, 2,...n), 


so erhalten wir A und A als reelle Funktionen der Xj, die selbst 
reelle, unabhingige Funktionen der 2; sind. Man kann, mit anderen 
Worten, durch eine reelle lineare Substitution A und D gleichzeitig 
bez. auf die Gestalt 


A = >)4 x}? + >to xX? +e Geax ey. 


A => 0oXe + eX? 


bringen. Die ¢; in A miissen aber alle entweder +1 oder —1 
sein. Denn durch eine reelle Substitution geht eine definite Form 
wieder in eine definite Form gleichen Zeichens iiber. Ist nun z. B. 
D positiv, so ist auch A positiv, und alle ¢; mtissen +1 sein. Denn 
ware etwa ¢, = — 1, so ware fir X’=—1, X}=0, X;=—0,... A=—1 
gegen die Voraussetzung. Setzt man schliesslich noch 


h 
' " ! ” i 
1S 5 ny ae aI cll 


i wird ! ' 12 " " Po We 
2a,X7Xt41 — hX, = 2x} t+1) xe = X} ; 


sodass wir zu folgendem Resultat kommen: 


Ist A eine beliebige reelle, D eine definite quadratische Form, so 
kann man durch eine reelle* lineare Substitution A und D gleichzertig 
auf die Gestalt 


A= >a, Xj + bo X3 + 2X X41, 
+ A= S'X ey 


bringen, wo in +A r Quadrate auftreten, wenn |D| vom Range r ist. 


* Die Realitiit der Substitution lisst sich auch, wenn man die W.’sche 
Formel (6) in 65 nicht benutzen will, mittelst eines Satzes von Frobenius (SB 
1896, S. 15. Vergl. die Anmerk, 2, 8.175 oben) darthun. (Briefl. Mitth. des H. 


Frobenius vom 5. Sept. 1896.) 
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Einfache Folgerungen sind: 

a) Ist A eine beliebige reelle, D eine ordindre definite Form, so 
kann man durch reelle lineare Substitution gleichzeitig A und D auf 
die Form . Ae ee we meet ase aie, 

+A = K?4 X24.------ BE N62 
bringen, wo r den Rang von | A| bedeutet. 

Hieraus geht hervor, dass sich die Schaar 2,4 + 4,6, wenn eine 
Form derselben zugleich ordinir und definit ist, durch eine reelle Sub- 
stitution auf die Gestalt 


AA + A,B = (A, a, + 29b,) 2? + +++ + (Ay Gat dgbn) XG 
bringen lisst (37).* 
b) Sind in zwei dquivalenten Schaaren reeller quadratischer Formen 
1,44 4;D- und 1,A+ 1,D 


die Formen D und D ordiniir und definit gleichen Zeichens, so kann 
man die eine Schaar durch eine reelle, von 4,|\4, unabhingige lineare 
Substitution in die andere transformiren. 

Schliesslich bemerken wir, dass man bei gegebenem 7 aus Theil- 
schaaren 


(Aja KE 0, XG, T= abe, Tha 24 KK ae 


eine Schaar 2,A + 4, 4 zusammensetzen kann, in welcher A definit ist, und 
deren Determinante vorgeschriebene E T— im Sinne des Theorems XXX VII 
— hbesitzt. Hierauf lisst sich dann wieder eine Klassifikation der ordi- 
niren Formenpaare A, D, bei definitem D, griinden, welche von einer 
gewissen Zahl von Variabelen abhiingen. U.s. w. 


95. Wir haben bisher nur ordindre Schaaren 2,4+4,D mit 
einer definiten Grundform WD betrachtet. Zeigen nun, im Falle 
4,4 + 4,D eine singulire Schaar ist, bei definitem D die Kronecker- 
schen und Weierstrass’schen Invarianten der Schaar ein besonderes 
Verhalten, und welches? Diese Frage beantwortet foleendes Theorem: 
XXXVIII. Ist m eine beliebige reelle, wm eine definite qua- 

dratische Form vonnVariabelen 2,...%,, und es ver- 
schwindet die Determinante der Schaar 14,9 +1, 
identisch, dann sind die Kronecker’schen Invarianten 
der Schaar simmtlich gleich 1, die Elementartheiler 
des Koefficientensystems der Schaar sind mit 


* Weierstrass, BM 1858 und 1868 [Ges W.] a.c.0. 
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Exponenten 1 versehen, mit Ausnahme der zur Basis 
4, gehoérigen, welch’ letztere auch Exponenten 2 
haben kénnen. 


Beweis. Sei die Schaar 4,9 + 4,0 = y singular, |~| vom Range 7; 
gm und @ sollen die im Theoreme angegebene Beschaffenheit besitzen. 
Da |y|=0 ist, so sind die » Formen 


De ERO) — Le + yo, G@=1,2,.. 0) 


durch » — r= +t unabhingige lineare Relationen verkniipft. Sei 


(6) C.v,+ Coty +--+ Crtn = 0 
eine dieser Relationen, und zwar sei dieselbe vom Grade m in 4, | 4 
also etwa 


C; = aj Am + TY ae a Ono + CSF (i => De 2, oar n). 
Fiithren wir die C; in (6) ein, so erhalten wir, da py; = 4,9;+ 4,@, 
(Ay Pit Ago) Lay Ag + ay AP Ag pay AP FAS Hb aT DAP] 
+ (Ar pot gor) [agar + af ae—2A, + all APPAR 4. bart Dagy 
PS SLIME RAR TU cA Ae OM ears ee aa arm Ao 


2) 


+ (Ay Pn Ag On) [On A” + On A™—1 Ay + ay'Am—? a2... 4+ gin t+) ym] 
Diese Gleichung besteht aber fiir beliebige Werthe von 4,|4,; es 
muss daher, wenn noch 


gy (xy) = 4,9, +--+ Yn Pn; 


(LY) = YO +++ + Yn@n 
gesetzt wird, 


y(a' x) == Oy 
yp(a"a) + a(a'x) =), 


p(a"'r) + w(a"z) == 0, 

(8) Pee ee ey Beas 
g(a@tDz) + a(ax) =0, 
a(a™+ x) = 0 


6 I : ‘ fA t 
sein, und zwar fiir beliebige Werthe von 2,,...%,. Fir 4 = aj’ er- 
halten wir aber wegen der ersten Gleichung in (8) 


p(a'a") = 0, 
wegen der zweiten fiir 7;= a, 
p(a'a') + w(a'a') = 0; 


daher ist a(aialy — 0: 
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Hieraus folgt aber (93, Satz 33) 


a(a'xz)=0, 
sodass wegen der zweiten Gleichung in (8) 
p(al'a) = 0 


ist. Ferner ist analog 
gala") =0, o@’a"\)=0, w(a"z)=—0, us. W., 


sodass also 


g(a'x) = gaz) =--- = g(a x) = 0, 
o(a'2) = w(a'x) =--- = @(a+D 2) = 0 
ist. Der Relation (7) zu Folge bestehen also die Gleichungen 
(ats + ate + SP Ee gaan Sele + ald, = 0 


| aly, + ay We tec st Sea ex tthe -L al b= 
(9) ae 

Bee + ArT Da = AMT, == 19) 
Da nicht alle a in (7) Null sind, so ist also jede lineare Relation 
(7) zwischen den 7y;, die in 4,|A, héheren als nullten Grades ist, selbst 
eine lineare Verbindung solcher linearen Relationen (9) zwischen den 
w;, die von A, | A, wnabhdngig sind. Sind nun R, = 0, R,=0,... Rhy =O 
t' unabhiingige Relationen zwischen den y;, die von 4,| 4, micht ab- 
hiingen, alle anderen linearen, von 4,|4, unabhingigen Relationen 
zwischen den y; aber lineare Verbindungen dieser rt’ Relationen, so ist 
nach Voraussetzung t! nicht grésser als t; ct’ kann aber auch nicht 
kleiner als t sein, da sonst alle zwischen den uw; bestehenden linearen 
Relationen sich durch weniger als t unabhingige Relationen linear 
ausdriicken liessen. Folglich ist t'= +; die Minimalgradzahlen der Schaar 
4,9 +4,@ smd mithin alle gleich Null, die Kronecker’schen Jn- 
varianten der Schaar gleich Lis. 

Das Gleiche gilt fiir die singulire Schaar von symmetrischen 
bilinearen Formen 4,(xy) + 4,@(xy) = o(wy) (63). Man kann daher 
p(«y) und (xy) gleichzeitig linear so transformiren, dass t Variabele 
aus jeder Reihe von Verinderlichen wegfallen. Die hierzu ndthigen 
Substitutionen sind 7eell und in Folge der Symmetrie von w(xy) con- 
gruent (53). Man kann also die singuliire Schaar von quadratischen 
Formen 2,9 + 4,@ durch eine reelle, von 4,| 4, unabhdngige Substitution 
in eine solche transformiren, die nur noch » —t=~r Variabelen ab- 
hangt. Die letztere wollen wir mit 14,9 +’4,@ =%@ bezeichnen; die 
Schaar % ist, wenn man sie als eine von den wirklich in ihr auf- 
tretenden x Variabelen abhiingige Schaar auffasst, ordinir, @ ist 
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definit, weil @ definit ist, also haben alle ET von [4,9 + A,@ | 
Exponenten 1, bis auf die zur Basis 4, gehdrigen, welche auch 
Exponenten 2 haben kiénnen. Nun sind aber die ET des Systems von 
(4,9 + 4,@| identisch mit den ETn von |4,9-+2,@|; daher haben 
dieselben in der That die angegebene Beschaffenheit. 

Man kann nach 94 singulire Schaaren 4,p + 4,@ mit definitem @ 
bilden, die von einer gegebenen Anzahl Variabelen abhiingen und 
— im Sinne unseres Theorems XXXVIII — vorgeschriebene Kron- 
ecker’sche und Weierstrass’sche Invarianten besitzen, sodass eine 
Klassifikation der singuliren Paare quadratischer, von einer gegebenen 
Anzahl von Variabelen abhiingiger Formen g, @ bei definitem a 
moglich ist. Die Paare jeder Klasse ordinirer Formenpaare (94) sowohl, 
als singulirer Formenpaare kénnen durch reelle lineare Substitution 
auf eine Normalform gebracht werden, die aus 94 zu entnehmen ist. 


§ 15. Lineare Elementartheiler. 

96. Wir sind im Laufe unserer Untersuchungen wiederholt Formen- 
schaaren begegnet, deren Determinanten nur lineare ET besassen. Im 
Folgenden wollen wir uns nun mit solchen Schaaren befassen, deren 
Determinanten (Koefficientensysteme) tiberhaupt \ineare ET haben. 
Wir werden dabei eine, im Wesentlichen von Cauchy* herstammende, 
Methode kennen lernen, die Stickelberger** benutzt, um von einer 
beliebigen Schaar quadratischer oder bilinearer Formen diejenigen 
elementaren Schaaren abzusondern, welche den linearen ETn der 
Determinante (des Koefficientensystems) der Schaar entsprechen. 

Nach dem in 37 Auseinandergesetzten kann man Untersuchungen 
iiber die ET der Determinante einer Schaar 4, A + 4, B zuriickfiihren auf 
solche iiber die ET der Determinante einer Schaar f— 1g. Man kann 
dabei die Umformung der Schaar so vornehmen, dass jedem zu einer 
bestimmten Basis ai,+ 01, gehdrenden ET des Systems von 

[4,4 + 4, B| 
ein zur Basis 2 gehérender ET gleichen Grades desjenigen von 
If—4g| 
entspricht. Dadurch werden viele Untersuchungen tiber ET bedeutend 
vereinfacht. — Noch eine zweite Bemerkung werde vorausgeschickt, 
ehe wir die Stickelberger’schen Entwickelungen vorfiihren. Ist 


f(y) = tap Be yp (#, B =1, 2,...n) 


* Cauchy, Exerc. de math. IV (1829), p. 140. 
#* Stickelberger, a. 8.174 c.0.§7. Vergl. auch die Hinleitung zu dieser 


Arbeit. 
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eine bilineare Form von 2n Variabelen, bedeutet ferner f,(xy) die- 
jenige Form von 2m Variabelen, welche aus f dadurch hervorgeht, 


dass man 0 
Lm+1 Tm+2 ies Ln 


? 
Ym+ti = Ym4+2>°°° Se ae 0 


setzt, dann kann man, wenn die Determinante von f,(ay) nicht Null 
ist, m lineare Formen &,,... &m VON ®m41,---%n und m lineare Formen 


Nip+++ Nm VOD Ym4+1,--+- Yn So bestimmen, dass 
(1) (ACL ey CAG oe a so Mme Sms Ppt tinn ss - Ym Mm) = f(xy) 
VON %,,.--2my Yy,>-++ Ym Unabhingig ist. 


Dazu ist namlich erforderlich, dass die 2m Gleichungen 


Of Ofs 
ge - 0, ara (wu =1,2,...m) 


erfiillt sind. Fiihrt man die Differentiation aus, so erhilt man aus 


ihnen e=m a=n 
> ep Sa a > Wen Le 
a=1 a=m+1 
ae ks: (w=1,2,...m); 
> OnaNa = > QueYa 
a=1 @=m+1 


da aber Doe Gy, Ing» -- Gmm += O ist, so kann man hieraus die £(72) 


als lineare Formen der we(ya) berechnen; diese &.(y<) erfiillen die ge- 
stellte Forderung. Ist dag —=aga2, so werden die & ...&, dieselben 
Funktionen der %,4.1,...%n, Wie die 7,,-.-%m der Ym+i,--- Yr 

a) Dies vorausgeschickt, sei nun f eine bilineare Form yon 
2n Variabelen mit einer Determinante |/| vom Range » — 1; ist alsdann 


(2) 9 = baptays (@, B=1,2,...m) 


eine weitere beliebige bilineare Form von 2n Variabelen, so ist wegen 
|f|=0 die Determinante If—4g| 


fir 4=0 gleich Null. Setzt man in |/f| 

adj. Ce B = Zia B» 
so wird die Ableitung von |f—dg| nach 4 fiir 4 =0 gleich 
(3) — bap Aap (a, B=1,2,...%). 


Die Determinante |f—4g| ist also durch eine héhere Potenz von 4 
als die erste theilbar oder nicht, je nachdem (3) Null ist oder nicht. 
Gentigen nun a, %,... Wn) Yi) Yoy--+ Yn Aen 2m linearen Gleichungen 
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(4) si OS A gee 


so sind, wie leicht einzusehen ist, die Produkte x.ys proportional zu 
den Agg. Ist daher fiir diese wa, ye 


basta ds =0 (@,f=1,2...n), 

so ist auch (3) gleich Null, und / steckt zu héherer als erster 
Potenz in |f—Ag]; ist aber "be eXaY¥e += 0, so verschwindet (3) nicht, 
und 4 steckt in |f— 4g! nur zur ersten.Potenz. Dieses benutzen wir 
sofort zum Beweise des Satzes von Stickelberger.* 

34) Wenn die Determinante der bilinearen Form 
f — >t pLaYs verschwindet, und die Form g a bays ftir jede 
(a, S=12,...2) (a, 8 =12,...n) 
Liésung der Gleichungen 


st 0, L2G OF. a) 
Null ist, so hat die Determinante |f —ig| (das System von |f—1g |) 
keinen zur Basis 2 gehdrenden linearen Elementartheiler. 

Beweis. Der Rang von |f| sei gleich m— 1; dann sind nicht alle 
Subdeterminanten (m—1)*® Grades von |f—4’g| durch 4 theilbar. 
Verschwinden daher alle Subdeterminanten m'‘™ Grades von |f—Aqg| 
identisch, so besitzt das System dieser Determinante iiberhaupt keinen 
zur Basis 2 gehérigen ET. Ist aber |f—Ag) vom Range m oder 
einem hdheren Range, so beweisen wir den Satz, wie folgt. Wir 
greifen eine Subdeterminante m‘** Grades des Systems von |f| heraus, 
deren Subdeterminanten (m — 1)" Grades nicht alle Null sind; durch 
passende Anordnung der Variabelen z,, y; kénnen wir bewirken, dass 


diese Determinante m*‘™ Grades gerade SIE Ay, dag + mm wird. Seien 


ferner f, und g, die Formen, welche man erhalt, indem man in f und 
g die Variabelen %n+41,...4ny Ym+1,---Yn Null setzt. Verstehen wir 
jetzt unter 2,,... 2m, Y1,---Ym diejenigen Werthe von 2%, ya, welche 
die Gleichungen 


Of, Of, 
si = 0, 7 = 0 (¢@—=1,2, 4.) 


befriedigen, dann verschwinden fiir diese Werthe von ,,...&@m, Yy,-+- Ym 
und fiir %p441 = +++ =X, = 0, Yn 41 = °° = Yn = O die Ableitungen von 
f nach den wz, Ya(2 =1, 2,...). Wir haben damit also eine Lésung 
der Gleichungen (4). Fiir diese muss nach Voraussetzung g = 0 sein, 


* Stickelberger, l.c.8. XII, Satz VI. 
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sodass g, fiir die eben bestimmten Werthe von 2,,..- 2m, Y,--- Ym Null 
sein muss. Nach dem oben zu Anfang dieses Abschnittes a) Gesagten 
steckt also 4 in | f,—49,| ew hiherer, als erster Potenz. Zum gleichen 


Resultate gelangen wir, wenn wir unter St ay mm eine Sub- 


determinante mt‘ Grades von |f| verstehen, deren siimmtliche Sub- 
determinanten (m— 1)" Grades Null sind, da alsdann der fiir f, und 
g, gebildete Ausdruck (3) Null ist. 

Ist daher 2° die héchste Potenz von 4, welche in allen Subdeter- 
minanten mt" Grades von |f—4g| auftritt, so ist e>1; in allen Sub- 
determinanten (m — 1)» Grades von |f—4g| kann aber nach Voraus- 
setzung 2 nicht auftreten; daher besitzt das System von f—Ag| den 
ET 2’ von héherem, als vom ersten Grade. Besitzt dasselbe noch weitere 
ET mit der Basis 4, so sind dieselben nach Theorem I in 5 vom 
Grade e oder von héherem. Damit ist unser Satz bewiesen. 

b) Derselbe ist ein Specialfall des allgemeineren Theorems von 
Stickelberger:* 

XXXIX. Ist der Rang der Determinante der bilinearen Form 
r— Sarton (a, B=1, 2,...m) gleich nm —1(>0), sind 
Lia sos > Da tgeti Via ses Vala ed eee 

je a SAS REY Lésungen der Gleichungen 
(4) Fe, xe=0 Cob ee eer 
und ist m der Rang des Systems der /? Gréssen 
= = Sei | 
(6) Gra bop Han ¥sr (oan otal 
so hat die Determinante (das System der Determinante) 
|f—ag|, wo g = oasteys (a, B=1,2,...m), genau 
m lineare Elementartheiler mit der Basis 2. 

Vor Allem ist zu bemerken, dass die Zahl m unabhingig davon 
ist, welche 7 linear unabhiingigen Lésungen der Gleichungen (4) ge- 
wahlt werden. Wenn man nimlich statt der urspriinglich gewahlten 


Lésungen / andere einfiihrt, so ist dies gleichbedeutend mit einer 
linearen Transformation der bilinearen Form 


Gai lei (x, LSS )hy 2a): 
durch eine solche bleibt aber der Rang von |g,,| ungeiindert. 
Ist m = 0, d.h. verschwinden alle g,2, so behauptet unser Satz, 
dass das System von |f—Ag]| keinen linearen ET mit der Basis 4 


* Stickelberger, 1. c. Satz VII. 
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besitze. Da alsdann S'bep aq y3 fiir alle Lésungen von (4) Null wird, 
so ist dies in der That nach Satz 34) der Fall. Unser Satz XXXIX ist 
daher fiir m=O schon bewiesen; wir setzen nunmehr m > 0 voraus. 

Geht durch lineare Substitutionen P, @, welche fiir die x lineare 
Formen der x, fiir die ys lineare Formen der y} einfiihren, die Form f 
in F= Sangxiys, die Form g in G = Sip cays iiber, so bleibt 
die Zahl m ungeindert. Denn setzen wir fiir den Augenblick 


of of 
By, fal); Bo 1) 
und die linearen Formen, in welche die fe(v) und f(y)e tibergehen, 
bez. gleich f2(') und f'(y')«, so sei fiir 
OF 


OF y 
oyt Fv), da) FY')c 


Behe eB) a) 3, a) 
Fy") = darf'(y"), + deaf! (yy ++ + dant! (yn =e 
wo die Determinanten Cy Cae oe + d,,... de, nicht Null 


sind. Nun hat man doch, um G,,, d.h. um g,, fiir die transformirten 
Formen F' und G zu bilden, zunichst die 2” Gleichungen F(x") = 0 
und F(y').—=0 zu lésen. Der Rang ihrer Determinanten ist » — J, 
ebenso sind die Determinanten der Gleichungen/fi(z') =0 undf"(y')e =0 
vom Range »—J, da z.B.f in y,fi(z') +--+ + Ynfn(z') durch die 
lineare Substitution P iibergeht. Wir kénnen und wollen daher als 
Lésungen 2{2,... Yiz,--. der Gleichungen F,(z')=0, F(y')e = 0 
diejenigen Werthe von 2, yi wiahlen, welche den Werthen (5) ver- 
mége der linearen Beziehungen P und Q bez. entsprechen. Dann ist 
aber geradezu 


Gra = hap te Ya = >'bep Lax YBr2= Jury 


die Zahl m bleibt also in der That ungeiindert. 

Da ferner die ET der Systeme von |f—dAg| und | f—AG| 
iibereinstimmen, so ist evident, dass unser Satz XXXIX bewiesen ist, 
wenn er fiir irgend eine zu f — dg iquivalente Form /’ — 1G bewiesen 
ist. Nun zum Beweise selbst! 

Sei von den Subdeterminanten des Systems der g,, gerade die 
Determinante Peaee 911929 +++ Ymm vou Null verschieden. Dies kann 


durch passende Anordnung der Liésungen (5) stets erreicht werden. 
Sind die Formen f und g symmetrisch, so kann man in (5) 


A eae) 
Lar = Ya 
ace sein a) 
nehmen. Dann wird 
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Opp > Dep Lex pi, jin Y bap Hai O32 yb pa ar px = > ba stant 2 
also 


Gui = Giz 
d.h. das System der g,, wird symmetrisch. Ist nun von vornherein die 


Determinante S'+ g,, .--Jmm nicht von Null verschieden, so kann man 


die bilineare Form "Yep We vs durch congruente Transformationen in 
eine andere tiberfiihren, fiir welche jene Determinante nicht Null wird. 
Dies geht unmittelbar aus Artikel 7 (vergl. Satz 6) daselbst) hervor, wenn 
man die Elemente des Systems der g,, als ganze Funktionen einer 
Variabelen vom Grade Null auffasst.* Man kann also, mit anderen 
Worten, im Falle der Symmetrie von f und g die Lisungen (5) so 
wiihlen, dass a2 = Yar und yess Dit «++ Imm nicht Null wird. 


Wir setzen nun 


(7) Pin = ip, - ++ Pap = Fann Wu = Yiuy-- + Inu = Yay 
fiir uw =1,2,...m; alsdann wihlen wir Gréssen 
(8) Didyos Died Piss Gay (1 =A, mide Diss sw) 


ganz beliebig, aber so, dass die Determinanten 


EPs Pans Stu -++ Onn 


nicht verschwinden. Das ist immer méglich, weil die Lésungen (5) 
unabhingig sind. Dann gehe durch die Substitutionen 


(9) ve = Party +-+++ Pandny Yo= Gar Yit -:> + denYn (a =1, 2,...0) 
f—Ag iiber in F—AG, wo wieder eas rays u.s.w. Dabei ist 


y=nd=n y=n 
0 SS soe — Son Sere) 
y=10=1 o=1 a 
y=n d6=n 
-S\(0p< Sioa 

y=1 Crease 
Daher wird, wenn mindestens eine der Zahlen «, 6 < m ist, 
(10) Gag = 0, 


da vorausgesetzt wird, dass die Gréssen (7) den Gleichungen (4) ge- 
niigen. 
Nun hat man weiter 


(11) by. Spe — 3) Sencauyenen 
a@=1p—1 @=1p=1 


ftir x, 2=1) 2) sem, Also nish 


* Vergl. auch Frobenius, Crelle’s Journ. (77) Bd. 82, 8.242; (95) Bd. 114, 
8.192. Gundelfinger, Crelle’s Journ. (81) Bd. 91, S. 229. 
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> <3 bi coe Oho = ae Ii tae Gnas= 0; 
man kann daher nach dem zu Hingang dieses Artikels Gesagten [vergl. 
Gleichung (1)], 
G= Gj (a a5 = oa a ae erat Yi se Niy+* Yn =f Nin) ae G; 
setzen, wo &,...&, nur von 
Peaists kaye is 
Ymty ++ Yn 
linear abhingen, und wo G, nur von den Variabelen a/,41,...a) und 
Ym+1,--.Yn linear abhingt. Setzen wir deshalb in F’— AG 
! ¢ d 
(12 - See i te epee Ct Se a, Baa = Saye ewe, 
! ; FO 
ois i Yt, Yo — i Ys, se Yn ++ Im ‘aaa ye Yn = Yin--1) CH 6 Yn a Os 
und schreiben dann wieder xJ fiir x4’, ys fiir yf', so erhalten wir, da 
nach (10) die Form F nur von w,41,..-2, Ynt1-..y) abhingt, 


15> +> Ym DUE Vou 


Momo YOU lds a Yi, . Yn, 1 und G, aber Von iit; ace, 
Yn+1)--+-Yn abhingen. Seiner Definition nach ist nach wie vor 


G,= > bap xe ys (oe, B= 1; 2,...m), 
sodass wegen (11) 

Gi.=— YX dgosmeys (a, B= 1, 2,...m) 
wird. ; 2 aa ns 


Die Form (13) ist in die Theile — 1G, und F' — 1G, zerlegbar. 
Die ET ihres Koefficientensystems sind daher diejenigen von |— 1G, | 
und die des Koefficientensystems von F’— 1G, zusammengenommen. 
Die Form — 1G, kann namlich nicht identisch Null sein, da | G, | + 0 
ist. Die Determinante |—14G,| hat aber m lineare ET mit der 
Basis 4.\ Kann man also nachweisen, dass das Koefficientensystem 
von F’'— AG, keinen linearen ET mit der Basis 4 besitzt, so ist der 
Beweis unseres Theorems geliefert. 

Dieser Nachweis ist aber mittelst des Satzes 34) erbringlich. Wir 
zeigen einfach, dass G, fiir jede Liswng der Gleichungen 


oF OF 
(14) ca pene (c=m+1,...n) 
Null ist. Dann giebt es nach jenem Satze keinen ET 2 des Systems 
von |f’'—1G,|. Angenommen nimlich 
eo, m+1)-°- Diets Wea m+1)--- aera 

ware eine Loésung von (14), fiir welche G, nicht verschwande. Als- 
dann mégen noch aa enorme 

Lamy You ( ) 

w=, 25... 

die Zahlen 0 oder 1 bedeuten, je nachdem a = w oder a+ wu ist. Da 
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OF ON ies 
a tae =v; 
4) Ya a 
ist fir «a =1, 2,...m, so stellen 
! 
Diy weihus Wigs meee LP — yiag age) 
m unabhingige Liésungen der Gleichungen 
i OF 
ek 6, MOO) 
Oy! Oa, 
vor; man kann aber sofort noch eine (m + 1) Lisung dieser Gleichungen 
angeben, namlich 
! 
Wigeds sales ae Ol eter tenets 


wo ; 

Lu, m+1 = Yu, m1 = 0 
zu setzen ist fiir w=1,2,...m. Bildet man nun fiir die Formen F 
und G=G,+G, die Ausdriicke g,, und bezeichnet dieselben ent- 
sprechend mit G,z, so wird 


Gua = dha = Oya Gide 1 25 2m), 
ferner 
Gomes Gua ice Vieille, Sees 
aber 
Ga m+i1 a= (), 
da 


Grae m+1 = Gage oe mt1)+++Xm+4, 23 Ym-+1, m+tlys-- Yn +1, = 
nach Voraussetzung nicht Null ist. Es gabe daher eine Subdeter- 
minante (m-+ 1)" Grades des Systems der G,,, die nicht Null ist, 
namlich 


ye Ge tae Gane: m+1 = Cee m+1 ese: Ea tae Gen 
= Gin+1, m+1 sears 911 +--+ YGmm- 


Das System der G,, hiitte einen héheren Rang, als den Rang m, was 
nach dem zu Anfang des Abschnittes b) Bemerkten nicht sein kann. 
Unsere Annahme ist daher unzulissig, G, verschwindet fiir jede Lésung 
der Gleichung (14). Damit ist unser Theorem vollstiindig bewiesen. 

Wir haben soeben die Schaar 1,f+ 4,9 in eine Schaar trans- 
formirt, die in die Theile 2,/°+ 4,G, und 1,G, zerlegbar ist. Da 
nun |G,|= 0 ist, so lisst die Theilschaar 1,G,, wie ohne Weiteres 
klar ist, sich auf die Gestalt 

Ag (a! yi! + +++ + @m Yn 

bringen. Die hierzu néthige Substitution lisst 2, + 2,G, unberiihrt. 
Daraus geht hervor, dass man in der That mittelst der hier ent- 
wickelten Methode eine beliebige Schaar 4,f+ 4,g, deren Koefficienten- 
system @ lineare ET besitzt, in eine Schaar 7,+ 7,+---+2%,+R 
transformiren kann, die in die Theile 7,,...7Z,, R zerlegbar ist, und 
in welcher 7\, Z,,... Zp elementare ordinire Theilschaaren vorstellen 
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derart, dass die ET von | 7,|, | Z,/,...| Z| gerade jene 0 linearen ET 
vorstellen. 

Wir haben uns zum Schlusse mit dem Falle zu beschiftigen, wo 
f und g symmetrische bilineare Formen sind. Zuniichst erhilt man, wenn 
man f und g symmetrisch annimmt aus 34) und XXXIX zwei Sitze tiber 
quadratische Formen (63), die man selbst aussprechen wolle. Da ferner 
im Falle der Symmetrie oben 22 = Ya, angenommen werden konnte, 
so kann man hier die Transformationen (9) congruent nehmen | so- 
dass ZF’ und G@ ebenfalls symmetrisch werden; die weiteren Trans- 
formationen (12) sind aber ebenfalls congruent (vergl. den Anfang dieses 
Artikels), sodass schliesshch auch G, und G, symmetrisch werden. 
G, kann aber in gj'yi'+----+ ayn durch congruente Transformationen 
iibergefiihrt werden (Satz 19 in 76). Aus Allem diesen geht hervor, 
dass durch die oben entwickelte Methode von jeder Schaar von quadratischen 
Formen diejenigen elementaren Schaaren abgespalten werden konnen, welche 
den linearen ETn ithres Koefficientensystems entsprechen. 

Wir haben in den letzten Paragraphen — abgesehen von vor- 
stehendem Excurse tiber lineare ET’ — zahlreiche algebraische An- 
wendungen der Weierstrass’schen und Kronecker’schen Theorieen 
gebracht. Wir geben nun im Folgenden eine Anwendung, welche die 
Weierstrass’ schen Entwickelungen im Gebiete der linearen Differential- 


- 


gleichungen finden. 


§ 16. Integration eines Systems linearer Differentialgleichungen 
mit konstanten Koefficienten.* 

97, Wir verstehen im Folgenden unter 2, %,...%, Funktionen 
einer unabhingigen Veranderlichen ¢. Ist fiir m solche Funktionen 
ein System von m linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koefficienten gegeben, so lisst es sich immer auf die Form 


(1) Dan = Soinm 1G, bm 1, 2... 2) 


bringen, wo die ajx, Dix Konstante vorstellen. oes , treten in den 


gegebenen Gleichungen hdhere Ableitungen, tritt z. he i auf, so setzt 


Man du. 
i ! 
ipa! 
wodurch ia an 
dt? dt 


wird. Dadurch erhilt man ein System von »+1 Gleichungen fiir 
nm +1 Funktionen 7,,...2:, 21,-.-%n, in welchem nur die erste Ab- 
leitung von 2} auftritt, u. s. w. 


* Weierstrass, Ges. W. Bd. ll, 8.75—76. 
1B 
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Wir kénnen erstens voraussetzen, dass die m Gleichungen (1) wun- 
abhiingig sind; zweitens diirfen wir voraussetzen, dass sich unser 
System (1) in kein anderes umformen lisst, in dem weniger als n un- 
bekannte Funktionen a; von ¢ auftreten. 

Nun componiren wir das System (1) mit  unbestimmten Kon- 
stanten 9, Y%.,.-- Yn Wir erhalten dann 


dx. ; 
> tra vi = Shi 2; yz. (4, b= 1, 2,......%) 


oder, wenn wir 


Dai wig = p(xy), bie is = wey). (1, =1,.2,..29) 
setzen, 


d(x 
(2) SOD — (wy). 


Die Determinante der bilinearen Form g(xy) der Verinderlichen 
Xi) -++ Bay Yyy>-»+ Yn ist nicht gleich Null. Ware namlich |q|— 0, 
dann kénnte man den unbestimmten Gréssen y, solche Werthe 


geben, dass p(ab) =0 
wire. Dann wire nach (2) 
(3) (xb) = 0. 


Ware nun ¢(xb) fiir alle Werthe von a,,%,... 2, Null, so bestiinde 
zwischen den Gleichungen (1) eine lineare Relation, was gegen unsere 
‘erste Voraussetzung verstossen wiirde. Daher ist ~(xvb) in den 2; nicht 
identisch Null. Man kann also vermége (3) eine der Funktionen g; durch 
die tibrigen 2 —1 linear ausdriicken. Unter der Annahme | 9 | = 0 liesse 
sich mithin das Gleichungssystem (1) in ein solches umformen, das 
nur » —1 unbekannte Funktionen x; von ¢ enthilt, gegen unsere zweite 
Voraussetzung. Die Determinante von g ist also von Null verschieden. 
Wir kénnen daher, wenn 


(A—a)', (2— a)... (2 — en) 


die simmtlichen ET der Determinante 29 —w| vorstellen, nach 
Artikel 46 (Schluss) durch lineare Substitutionen g (ay) und o(ay) 


gleichzeitig bez. in 


© —>(% Youscy = 'ea(Xo Vevs + (Ko Yojeo—1 (@=1, Sum) 
tiberfiihren. Dabei ist 
CS Yoleg = >Xu Voy (u + v= €o— 1), 


und (X, ¥,),,—1 fiir eg =1 gleich Null zu setzen; ferner ist 
yf Cy bts Fem =m. 
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Durch diese Substitution geht die Gleichung (2) in 


dd 
== 
tiber. Ausfiihrlicher lautet diese Gleichung 
aX. fa ie 7 
dS Se es a pee 
G (u+v=eg—1) o (u-+v=eg—1) o (u+v=eg—2) 


Nun gilt aber die Gleichung (2) fiir beliebige Werthe von 
Yr» Yo ++ + Yn} 
also gilt Dasselbe fiir die Gleichung (4) und die Y,,, und es folgen 
daher aus (4) die » Gleichungen 


a Xoo daXo * d Xo,e,—1 z 
(5) — = CgXao, Sie = Co Xoit Xoo, Sa re Se CoXo,eg—1tXo,eg—2 


@ = 15 2) ©: an). 

Dieses System von  linearen Differentialgleichungen, in welches 
wir das gegebene umformt haben, zerfallt in m Gruppen von Gleichungs- 
systemen; jede Gruppe entspricht emem ET von |4g — | und ent- 
halt soviele Gleichungen, als der Exponent des zugehérigen ETs angiebt. 

Dasselbe kann aber sofort integrirt werden. Setzen wir nimlich 
in (5) kiirzer 


Co= CC, Xop = Xu413 Gj Sp 

so erhalten wir ; 
axe d dX, : 

(ee — cK, ron Oa) gi eX, 1 Xs 

Nun bedeute e die Basis der natiirlichen Logarithmen; multiplicirt man 

jede der Gleichungen (6) mit e—°', so ergiebt sich 


—ct —cel exe —et 
1) es ) 0, pias eee cata As) tenerife, 
und hieraus durch Integration der ersten Gleichung, wenn A,, A,,... 
Konstante bedeuten, eA ae 
ik 1 ? 


wegen der zweiten Gleichung in (7) somit 


AUX eae 
( - Me ee 


und weiter durch Integration 


X, = (A, t + Ap) e%5 
analog folgt 


seated eeAepet ttt Xm ( f? + A,t + As) cer, 


u.s.w., schliesslich 
Ani si VAS tee ) ev 


X= C= + (eo)! cheat at 
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So verfiihrt man mit jeder der m Gruppen. Damit ist das System (5) 
integrirt, aber auch wegen des bekannten linearen Zusammenhangs 
zwischen den X,, und a; das System (1). Die Konstanten A,, Ap,... 
sind die Werthe, die X,, X,,... fiir ¢=0 annehmen. Vermittelst 
eben dieser linearen Gleichungen kann man also auch die Konstanten 
A,, A,,... aus den Werthen berechnen, die 7, %,...% ftir t=0 
annehmen sollen. 

Besonders einfach gestaltet sich die Integration unseres Systems, 
wenn |Ag — | nur lineare ET besitzt. Alsdann ist 


6=@=°:=—e,=—1, 
und man erhilt ~ Gleichungen von der Gestalt 


dX, dX, axa 


dt dt 
X,=A,e%t, X, =A,e2',... X,—A,e “nt. 
il ab ) 2 2 ? 


= ¢,X,, eae OMe go = Cp Xn, 


und hieraus 


Nach dieser Anwendung der ET in der Analysis geben wir eine 
gréssere geometrische Anwendung der ET, bei welcher namentlich 
die Resultate des § 11 tiber ahnliche Formen benutzt werden.* 


§ 17. Klassifikation der Collineationen in einem Raume 
beliebig hoher Dimension. 


98. Wir betrachten zwei n-dimensionale Riume R und R', in 
denen wir uns lineare Coordinaten eingefiihrt denken. Unter 


* Im Anschluss an obige Entwickelungen von Weierstrass sind zu nennen 
die Arbeiten von Horn: Ueber ein System lin. partieller Diffgl., Acta math. Bd. 12; 
Beitrige zur Ausd. der Fuchs’schen Theorie u.s.w., Acta math. Bd. 14; Ueber 
Systeme lin. Diffgl. mit mehreren Verinderl., Habilitationsschrift der Univ. Frei- 
burg, 1890 (Berlin, Mayer u. Miller); Zur Theorie der Systeme lin. Diffgl. mit einer 
unabh. Veriinderl., Math. Ann. (91) Bd. 39 u. (92) Bd.40; Zur Integr. der Systeme tot. lin. 
Diffgl. mit zwei unabh. Verinderl., Math. Ann, (92) Bd. 42; Ueber die Reihenentw. 
der Integr. eines Systems von Diffgl. u.s.w., Crelle’s Journ. (96) Bd. 116 u. (97) Bd. 117 
(S. 104 u. 8. 254). — Durchweg verwendet die ET. Sauvage: Théorie gén. des 
systemes d’équations différ. lin. homog., Paris, Gauthier-Villars, 1895. Hine 
wichtige Anwendung finden die ET im Gebiete der linearen Diffgl. in der 
Theorie der Fundamentalgleichung. Vergl. hierzu das Lehrbuch von L. Heffter: 
Hinleitung in die Theorie der lin. Diffgl. mit einer unabh. Variablen, Leipzig 1894, 
Kapitel XI u. ff. Daselbst findet man die weiteren hierher gehérenden Litteratur- 
angaben, denen wir noch den Hinweis auf Schlesinger, Bemerk. zur Theorie 
der Fundamentalgl., Crelle’s Journ. (95) Bd. 114 hinzufiigen. — Endlich heben 
wir noch eine Anwendung des Theorems XXXVI auf ein physikalisches Problem 
hervor, die Weierstrass [BM 1858, 8. 207 ff. (Ges. W. Bd. I, S. 233 ff.)] gegeben hat. 
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eee | 
Ore Wiis | 2 ei) Wet a 
verstehen wir allgemein homogene Coordinaten eines Punktes x von R, 
' ' | . . 
unter w; |W |---| Wr4+1 homogene Coordinaten einer Ebene uw’ von R!* 
Zwischen den Riiumen R und R' wird dann durch eine Gleichung 


(1) > ua tite = 0 (i,k = 1,2,...%+1) 


eine collineare Bezichung hergestellt, vermége welcher dem Punkte a 
von R der Punkt z von R’ mit den Coordinaten 


(2) QU; =u kX 


z 


und der Ebene w’ von R' die Ebene w von R mit den Coordinaten 


(3) OU; = a; x Uk 
2 


entspricht, wo @ und o weder Null noch unendlich sind. 


Ist die Determinante A der bilinearen Form an x;,u, nicht 


Null, und ist in A adj. ai, = Aix, 


so folgen aus den Gleichungen (2) und (3) bez. Gleichungen 
(4) ; TX, = Aji, Xk 


und 


(5) co Uh = >'4u Ui, 
7 


wo t und @ endlich und nicht Null sind; (4) stellt die Umkehrung 
der Beziehung (2), (5) die der Beziehung (3) vor. Die beiden Be- 
ziehungen (4) und (5) werden gleichzeitig durch die bilineare Gleichung 


An LU; = 0 


dargestellt. Einem linearen Gebilde (Raume) beliebiger Dimension von 
Punkten oder Ebenen des einen Raumes entsprechen collineare lineare 
Gebilde (Raume) gleicher Dimension des anderen. Hine Collineation 
dieser Art heisst eine nicht ausartende oder eine ordinire Collineation. 
99. Wir miissen uns etwas eingehender mit dem Falle beschiaftigen, 
wo A=(0 ist. Sei also 4d =O und »—h-+1, wo h eine der Zahlen 
1,2,...”, der Rang von A. Alsdann sind die m +1 Gleichungen 


* Im Falle »=1 bedeuten u{|usj, wenn z B. R’ eine gerade Punktreihe 
(Gerade) ist, die Koefficienten eines Punktes (Pasch, Math. Ann. [84] Bd. 23, 
S. 419), im Falle »=2 bedeuten w{ | wg | uz die Coordinaten einer Geraden u’, wenn 
z.B. R’ ein ebenes System (eine Ebene) vorstellt. 


200 § 17, 99. 


(6) > ui yi= 9 


durch n+ 1—(n—h+1)=h lineare unabhingige Relationen ver- 
kniipft. Daher existirt in # ein lineares Gebilde (h —1)** Dimension 
P,—1* derart, dass alle Punkte y von P,—1 die Gleichung (6) be- 
friedigen; diese Punkte y heissen singulire Punkte des Raumes fh, 
P,—1 heisst ein singulires lineares Gebilde (singulirer linearer 
Raum)** von Punkten in R. Analog werden die Gleichungen 


(7) > %=0 


i 
durch die Ebenen v' eines linearen Gebildes (h — 1)*** Dimension 
1,1 des Raumes R' befriedigt; diese Ebenen v' heissen singuliare 
Ebenen von R’; Tl,_1 heisst ein singulires lineares Gebilde 
(singularer linearer Raum) von Ebenen in BR’. 

Seien nun xz’ homologe Punkte unserer Collineation; dann be- 
stehen die Gleichungen (2), aus denen durch Composition mit 


vi|vs|.. v! 


Q > he = ee ai Den 


folgt. Ist nun v! eine singulére Ebene von R', so ist wegen (7) 


(8) o > ay, = 90, 
2 


also ist entweder @ = 0 oder 

(9) ay Vt +++ + Wn 41 Mn = 05 

d.h. es entspricht vermége der singuliren Collineation (2) jedem 
Punkte von R ein bestimmter Punkt 2’ von R', der nach (9) auf allen 
Ebenen des Gebildes*** TTj_1, mithin auf dem Trager dieses Gebildes 
liegt, es miisste denn 2 ein singulirer Punkt des Raumes £& sein; 
dann sind die Gleichungen (2) bei beliebigen x; wegen (6) durch ge =0 
erfiillt; mit anderen Worten, x’ ist ganz unbestimmt. Umgekehrt: Ist 
x' in R' gegeben, und wird der Punkt x von R gesucht, welchem 2! 
vermége (2) entspricht, so sind zwei Falle zu unterscheiden. Liegt 
erstens «’ nicht auf allen Hbenen des Gebildes TIj_1, so muss 


* Im Falle h=1 ein einzelner Punkt. 


“ Segre, Sulla teoria e sulla classificazione delle omografie in uno spazio 
lineare ad un numero qualunque di dimensioni, Reale Acad. dei Lincei (84), Serie 3a, 
Bd. XIX, 8.6. Vergl. diese Arbeit auch im Folgd. 


“** Der Zusatz ,,linear“ bleibt in Folgd. zuweilen weg, da tiberhaupt hier 
nur lineare Gebilde auftreten. 
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wegen (8) 9 =O sein; aus den Gleichungen (2) und (6) geht dann 
unmittelbar hervor, dass jeder singulire Punkt von R homolog zu 2’ 
ist. Liegt aber zweitens x’ auf dem Triger des Raumes TI/_1, 
dann sind wegen (7) und (9) die Gleichungen (2) durch h linear un- 
abhingige Relationen verbunden, man hat fiir die Unbekannten 


U1, Uy,-~ + Hnt1,Q 

also m+1—h Gleichungen, und es giebt daher im Raume R ein 
lineares Gebilde S, von der Dimension h, dessen Punkte siimmtlich 
za «' homolog sind. Dieses lineare Punktgebilde S, muss das Ge- 
bilde P,—; enthalten, weil jedem Punkte von P,_, alle Punkte von R’ 
entsprechen. Analoges gilt fiir homologe Ebenen. Eine Collineation 
der eben betrachteten Art heisst eine singulare Collineation 
h* Species.* Wir stellen ihre Eigenschaften nochmals zusammen: 


Es entspricht bez. entsprechen 


einem Punkte von f im Allg... 


einem Punkte von Ff’ im Allg.... 


einem Punkte von P,_1 in Rf. 


einem Punkte von Ff’, der aufdem... 


Triger von TI{_1 liegt 


einer Ebene von F# im Allg.. 


einer Ebene von f’ im Allg.... 


einer durch P,_; gehenden Ebene. . 


yon R&R 


ein Punkt von R’', der auf dem 
Trager des singuléren Gebildes 
TT,—1 liegt; 

alle Punkte des singuliren Gebildes 
i ete y Sty Wn 

alle Punkte von RK’; 

die Punkte eines linearen Gebildes 
S, von &, das P,—, enthilt; 

alle Ebenen von TIj_4; 

eine durch P,_; gehende Ebene 
von &; 

die Ebenen eines linearen Gebildes 
x, von h** Dimension in Ri’, 


welches TTj_1 enthialt; 
einer Ebene des Gebildes Tl,_1... alle Ebenen von fh. 
von &! 

100. Die durch P, 1 gehenden Gebilde S, (4 <m) sind die Hle- 
mente eines linearen Gebildes (m —h)'** Dimension, und diese sind 
durch die betrachtete singulare Kollineation collinear (projektiv) auf 
die Punkte des Tragers des Gebildes TT;_,** bezogen, die ein lineares 
Punktgebilde (m — h)** Dimension constituiren. Analog sind die das 
Gebilde TI/_, enthaltenden Gebilde Xj; die Elemente eines linearen 
Gebildes (n—/h)*** Dimension, und diese Elemente sind vermége 


* Segre, l.c, 8. 7. 
#* Bez. bei h=1 auf die Punkte der Ebene T7}. 
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der singuliren Collineation collinear (projektiv) bezogen auf die 
Ebenen, die den Triger von P,_, bilden.* Beide Beziehungen sind 
nicht singulir, d.h. sie werden durch lineare Gleichungen vermittelt, 
deren Determinanten nicht Null sind; jede derselben ist die Folge der 
andern. Z.B. hat man fiir »+1—4, also im gewdhnlichen Raume, 
bei einer singuliren Collineation erster Species einen singuliren Punkt Py 
in R und eine singuliire Ebene TI) in R'. Zwischen dem Biindel P, 
und dem ebenen Systeme TT} wird durch die singulire Collineation 
eine collineare (nicht singulire) Verwandtschaft hergestellt. Jedem 
Strahle x von P, entspricht ein Punkt p von TT) dadurch, dass allen 
Punkten von z durch (1) ein und derselbe Punkt p auf TT) zugeordnet 
ist, u.s.W. — 

Ist wieder die Determinante A vom Range n —h+1= 7, so kann 
man die (7 +1) linearen Formen 


Dain a 


t 
als lineare Formen von y unabhingigen linearen Formen 


AO @. a 
darstellen, wo ay Gry... Oy 


a = af y+ of? tet + Oy tags 
Die Collineation hte™ Species (1) lasst sich daher auf die Form 


(10) er ay We + geal u@ +--+ 0,09 un —=0 
bringen, wo die 

Wale) = Uy AY? + ug ay +--+ A tn 
lineare Formen der wu; bedeuten. 


Die Punkte, welche die Gleichungen 


e—0, of =0,...0f =0 


) 


befriedigen, sind die Punkte des Gebildes P,_1, die Ebenen, welche 


den Gleichungen _, ; ; 
UO =O, Ua =0,... Uae) = 0 


gentigen, sind die Ebenen des singuliren Gebildes TTj_;. Diejenigen 
Punkte, welche die Gleichungen 


eS) ee 05 oP em RP SO 


befriedigen, erfiillen ein Gebilde S, von hte* Dimension; allen diesen 
Punkten ist durch die collineare Beziehung (10) ein und derselbe 


* Bez. bei h=1 auf die Ebenen des Punktes Pp. 


Klassifikation der Collineationen. 903 


Punkt a zugeordnet; u.s.w. Man kann also jetzt sofort + durch P,_, 
gehende Gebilde S, und die ihnen entsprechenden Punkte a, a... a”) 
auf dem Triiger Z von TI/_1 angeben; die Coordinaten dieser + Ge- 
bilde S\,... S&? sind unabhangig. Entspricht daher einem (7 + 1)” 
Gebilde Sar das P,—; enthalt, und dessen Coordinaten nicht linear 
abhingig sind von denjenigen von *+—1 der Gebilde Se i 4Ses 
der Punkt a+ yon 7, so ist durch die Zuordnung der Elemente a) 
und S}?, a und S®,...a°*” und S¥*” gerade die collineare, nicht 
singuliire Beziehung festgelegt, welche durch die singulire Collineation 
(1) zwischen den Elementen des Gebildes (m —h)** Dimension mit 
dem Traiger P,_, und den Punkten des Trigers von TTj_; hergestellt 
wird. Ist umgekehrt fiir ein bestimmtes und h (h< 7) eine col- 
lineare, nicht singuliire Beziehung dadurch gegeben, dass den Elementen 
Be oes eines Gebildes (# — h)**® Dimension von R der oben be- 
schriebenen Art bez. die Punkte a®,...a+ eines linearen Punkt- 
gebildes (2 — h)*™ Dimension von #& zugeordnet sind, so giebt es eine 
singulire collineare Verwandtschaft h'** Species zwischen R und R', 
welche diese nicht singulaére Collineation zwischen den beiden Ge- 
bilden (% — h)'** Dimension herstellt. In der That werden dann durch 
eine bilineare Gleichung von der Gestalt der Gleichung (10) den 
Elementen S{?,...S{? die Punkte a®,...a bez. zugeordnet bei 
noch willkiirlichen g,,...0,. Verlangt man dann weiter, dass dem 
Elemente S’*” der Punkt a entspreche, so bedingt dies (r —1) 
Gleichungen fiir die homogenen Veriinderlichen @,,...,; diese sind 
also bestimmt. Die so erhaltene Collineation (10) ist aber eine 
singulire h'* Species. 


101. Wir betrachten von nun an eine beliebige Collineation (1) 
zwischen zwei aufeinanderliegenden (conjektiven) Riéumen R und R' yon 
me? Dimension. Um die Punkte x zu bestimmen, die mit ihren 
homologen zusammenfallen, hat man dann die (m + 1) Gleichungen 


(11) AL; = San Xj 

zu lésen. Um dies auszufiihren, muss man bekanntlich zuerst die 
charakteristische Gleichung 

(12) A(A) =|4 — aix| = 9 

der Collineation auflésen. Diese hat im Allgemeinen n + 1 ver- 
schiedene Wurzeln ¢, G,---Gn¢1. Fir 4=¢,(¢=1, 2,...m+1) 


werden die +1 linearen Gleichungen (11) losbar; daher besitat eine 
Collineation im n-dimensionalen Raume im Allgemeinen n +1 Doppel- 
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punkte. Es kann sich nun aber ereignen, dass einer Wurzel mehr als 
ein Doppelpunkt entspricht. Verschwindet nimlich fiir 2 =; nicht 
nur A(4), sondern sind auch gleichzeitig alle Subdeterminanten 
(n —h + 2)" Grades von A(A) gleich Null, aber nicht alle Subdeter- 
minanten (7 —h + 1)" Grades, dann sind fiir 2 =e; die Gleichungen 
(11) durch h unabhingige lineare Gleichungen verkniipft; daher giebt 
es oo’! Doppelpunkte, die ein lineares Gebilde (hd — 1)*** Dimension 
erfiillen. Alle die verschiedenen linearen Gebilde von Doppelpunkten, 
die auf diese Weise den verschiedenen Wurzeln der Gleichung A(1) =0 
entsprechen, heissen die Fundamental-Punktgebilde (Fundamen- 
talriume von Punkten) der Collineation.* Analog erhilt man 
durch Auflésen der Gleichungen 


(13) AU; = > in UE 
2 


die Fundamental-Ebenengebilde (Fundamentalriume yon 
Ebenen) der Collineation.** Im allgemeinen Falle bestehen die 
ersteren Gebilde aus 2 +1 einzelnen Punkten, die letzteren aus »+1 
Ebenen; diese 2 +1 Ebenen sind die Ebenen, welche durch je m von 
den 2+ 1 Doppelpunkten bestimmt werden.*** 

Ist die Collineation eine singulire h** Species, so ist P,_; eines 
der Fundamental-Punktgebilde, TT/_1 eines der Fundamental-Ebenen- 
gebilde; beide Gebilde entsprechen der Wurzel 2 =O der Gleichung 
A(A) = 0. 

102. Nach dem Satze 22 in 81 giebt es eine (nicht ausartende) 
Reciprocitit (Correlation) C, welch die Collineation (1) in sich selbst 
transformirt. Entspricht vermége dieser Reciprocitit dem Punkte x 
von R die Ebene o' = vj|v3|..-|v,41 von R’, der Ebene uw von R' 
der Punkt y = y,|%|..-/Yn4+1 von R, so ist also 


(14) ax Xi; Uh = Sax Yi vf. 
Entspricht daher weiter vermége C dem Punkte 2’ von R' die Ebene 
0 = 0, |Va|.-+| nes 


' 


von Rf, so ist bei >t x; UW, =O wegen (14) auch XE Yi, = 0, 


* Veronese, Ann. d. math, (83) Serie 2a, tom. XI, p. 115. 
** Fundamentalgebilde Oter Dimension (Fundamentalelemente) sind also die 
einzelnen Doppelpunkte bez. Doppelebenen. 
*“* Tm Falle »=1 oder n=2, also z. B. fiir aufeinanderliegende collineare 


gerade Punktreihen oder ebene Systeme erleiden obige Ausfiihrungen selbst- 
verstiindliche Modifikationen. 
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a 


d.h. der Ebene v' von R! entspricht durch die Collineation (1) die 
Ebene v von R. 


Ist 2 ein Doppelpunkt der Collineation (1), so ist fiir einen ge- 
wissen Werth ¢; von 4 nach (11) 


Ci >'a:ui "> Oz n ©: We 


bei beliebigen wi; daher ist, da durch die Reciprocitiit C die Form 
Hy Uy +e + Ong Ung MY Mt s+ Ung Phat tibergeht, 


> yi v => u KAfi Vk 
bei beliebigen y;; v' ist daher eine Doppelebene der Collineation (1), 
und es gilt somit der Satz: 
a) Die Fundamental-Punktgebilde und Fundamental-Ebenengebilde, 
die einer und derselben Wurzel der Gleichung A(2) =0 ent- 
sprechen, sind homologe Gebilde einer Reciprocitit. 


Nun seien ¢, und ¢, zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung 
A(i) =0; 2 =2' sei ein c, entsprechender Doppelpunkt, w= w' eine 
¢, entsprechende Doppelebene unserer Collineation; dann ergiebt sich 
aus (11) und (13) durch Composition mit u,|...|u,+41 bez. mit 


ly 
Te Be ae ton 
Cy ie te = Sain Hits, 
>t Uj = San Ui Up- 


(6, — Ce) (Uy @y + +> + Un Xn41) = O. 


Da aber c,==¢ ist, so muss folglich 


Hieraus folet 


Uy Bes FUn+1Fn41= 0 
sein. Also: a ‘ 7 


b) Jedes Fundamental- Punktgebilde liegt in den Tragern aller nicht 
zu thm homologen Fundamental -Ebenengebilde.* 
Man spreche auch den dualen Satz aus. 
Wir wollen einen weiteren Satz iiber die Fundamentalgebilde ab- 
leiten. Die Verbindungsgerade zweier homologen Punkte z, 2'’** ent- 
halt den Punkt mit der Gleichung 


A, >a ait Ag >) Mit 4; Uh, = 
in Ebenencoordinaten w. Soll derselbe in einer bestimmten Ebene v 


legen, so muss 


* Segre, luc, 8: 16. 
#* Das lineare Punktgebilde erster Dimension, das % und «’ enthilt. 
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dM >e Li + dy > ai Xi Ve = O 


sein. Daher schneidet die Gerade zz! die Ebene v im Punkte p mit 
der Gleichung 


>» i 
(15) > Wi &; >i 5 2; Ue =~ yo; Ui in Ui Uk = O. 


Ist insbesondere v eine zur Wurzel ¢; von A(Z) = 0 gehdrige Doppel- 
ebene, so ist nach Obigem 


(16) Gj >t Xj =u kX; Ug 


bei allen 7 Aus (15) und (16) folgt aber 


(17) C; >in — Sa 2; UW, =O 


als Gleichung von p. Diese Gleichung ist nicht von wv abhingig. 
Daher gehen alle Ebenen des zu c¢; gehérigen Fundamental-Ebenen- 
gebildes durch p. Also trifit die Gerade xx!’ den Traiger dieses Ge- 
bildes; c; war aber eine beliebige Wurzel von A(i)=0. Also: 

c) Die Verbindungsgeraden homologer Punkte der Collineation treffen 

die Triger stimmtlicher Fundamental- Ebenengebilde. 

Entsprechen den (verschiedenen) Wurzeln ¢, und ¢, Fundamental- 
Ebenengebilde mit den Trigern 7, und 7,, so hat man fiir die 
gemeinsamen Punkte p,, p, der Geraden xx’ und der Trager 7, und 
T, nach (17) bez. die Gleichungen 


C TE dain 2: uk = 0, C Sul a — >\a: 2%: uh = O. 


Das Doppelverhiltniss der vier Punkte xx'p,p, ist daher gleich 2; das- 
selbe wird 0 bez. co, wenn eines der Fundamental -Hbenengebilde zugleich 
das singulire Ebenengebilde einer (singuliiren) Collineation vorstellt. 

Man bezeichnet das Verhiltniss zweier (verschiedenen) Wurzeln 
von A(2) = 0 als eine absolute Invariante der -Collineation (1), 
vorausgesetzt, dass die Collineation nicht singulir ist. Ist die Col- 
lineation (1) singular, so sind die Verhiltnisse je zweier unter sich und 
von Null verschiedener Wurzeln von A(A) = 0 als absolute Invarianten 
der Collineation aufzufassen. Besitzt eine Collineation m unabhingige 
absolute Invarianten, so bezeichnet man irgend welche m unabhingige 
Invarianten derselben kurz als die absoluten Invarianten der Collineation. 
Im Allgemeinen besitzt eine ordinire Collineation (1) », eine singulire 
Collineation ht** Species (1) 2 —h absolute Invarianten. 

Die absoluten Invarianten bedeuten nach dem Vorhergehenden 
Doppelverhiltnisse von Punkten. Man kann aber, indem man die 
dualen Betrachtungen anstellt, die absoluten Invarianten auch als 
Doppelverhiiltnisse von vier Ebenen deuten. Es ergiebt sich so endlich, 
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dass die Punktreihen, gebildet aus zwei homologen Punkten x,x' und 
den Treffpunkten der Geraden vx’ mit den Triigern der Fundamental- 
Ebenenriiume projektiv sind unter sich und auch zu den Ebenenbiischeln, 
gebildet aus zwei homologen Ebenen w,w' und den Ebenen, welche 
das Ebenenbiischel ww’ und die Trager der Fundamental -Punktriiume 
mit eimander gemein haben. 

Von Wichtigkeit ist schliesslich noch der Satz: 

d) Zwei Fundamentalgebilde gleicher Art haben niemals ein Element 

gemein. 


Denn wire i s 
CG, Hy, = Sais ai, Cy Le = ya 6 
Zz i 


so ware 
(¢, a6 ¢,) t=O, 
also, wenn ¢,+©,, 
OS 6 Ss Se aN 
wihrend nicht alle a Null sind. 

Liegt der Punkt x auf der Doppelebene v, so liegt nach (16) auch 
der zu « homologe Punkt zw’ auf v. Auf jeder Doppelebene v wird 
also durch die Collineation (1) eine collineare Beziehung K hergestellt. 
Fundamental-Punktgebilde derselben sind alle diejenigen der Col- 
lineation (1), welche nicht dem Fundamental-Ebenengebilde entsprechen, 
welchem v angehért (Satz b). Fundamental-Punktgebilde von XK sind 
aber auch diejenigen Punktgebilde, in welchen unsere Doppelebene v das 
entsprechende Fundamental-Punktgebilde schneidet*; ausser den Punkten 
dieser Gebilde sind keine anderen Punkte von v Doppelpunkte der Col- 


lineation K. — Analoges gilt, wenn man anstatt einer Doppelebene v 
den Schnitt mehrerer Doppelebenen desselben Fundamentalraumes in Be- 
tracht zieht. — Endlich fasse man noch die Collineation in’s Auge, 


welche durch (1) auf dem Triiger 7’** eines Fundamental -Ebenenraumes 
hergestellt wird. Fundamental-Punktriume derselben sind alle die- 
jenigen von (1), welche nicht dem betrachteten Fundamental-Ebenen- 
raume entsprechen (Satz b), und dann noch das Gebilde der ge- 
meinsamen Punkte von Z und dem entsprechenden Fundamental- 


Punktraume, falls gemeinsame Punkte iiberhaupt existiren. — Die zu 
vorstehenden reciproken Betrachtungen wolle man selbst anstellen. 
103. In der bilinearen Form Gin ajuk, die wir mit f(xw') be- 


zeichnen wollen, sind die Veranderlichen z; und w als Punkt- bez. 


* Vorausgesetzt, dass letzteres Gebilde kein einzelner Punkt ist. Vergl. 


Satz e auf S. 212. 
** Balls 7 kein Punkt ist; ist 7 ein Punkt, so ist es ein Doppelpunkt der 


Collineation. 
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Ebenencoordinaten contragrediente Variabele. Geht daher die Form 
f(cw') durch eine Coordinatentransformation im Raume Rk = R' oder 
eine projektive (collineare oder reciproke) Umformung des Raumes 
R=R' in eine Form F(XU’') itiber, so sind f(cu') und F(XU’) 
ahnliche bez. duale Formen (830), und somit stimmen die ET ihrer 
charakteristischen Determinanten tiberein; stimmen umgekehrt die ET 
dieser Determinanten fiir zwei bilineare Formen iiberein, so sind die- 
selben ahnliche bez. duale Formen (Theorem XXI und XXV). Wir 
bezeichnen die charakteristische Determinante der Form f(xu') zu- 
gleich als die charakteristische Determinante der Collineation 
f(cu') =0, die Charakteristik der Form f(zu') mit contragredienten 
Veriinderlichen (78) zugleich als die Charakteristik* der Col- 
lineation f(zu') = 0. 
Die Collineation (1) habe die Charakteristik 

(18) Eery ely €—®) (as eye) 2. ely. ef], 

wo die e in den runden Klammern nach fallender Grésse geordnet 
seien; die Exponenten der 7'**, rundgeklammerten Gruppe sollen sich auf 
die Basis (A — ¢;) beziehen. Danach steckt der Theiler (4 — ¢;) in A (A) 


zur Potenz h;—1) 
? 


Gtete+e 
in allen Subdeterminanten m*™ Grades von A (A) zur Potenz 
jes 
ee $e, 
u.s. w., schliesslich in allen Subdeterminanten (» — h;+ 2)" Grades 
zur Potenz iD 


aber in allen Subdeterminanten (m —h; +1)" Grades tritt (4 — ¢;) 
nicht gleichzeitig auf. Daher verschwinden fiir 4—c; alle Subdeter- 
minanten (n — h; + 2)", aber nicht alle Subdeterminanten (n — h; + 1)*" 
Grades, und somit gehért zur Wurzel c; von A(A) = 0 ein Fundamental- 
Punktgebilde und Fundamental-Ebenengebilde (h; —1)*** Dimension. 
Auf diese Weise ist jeder Exponentengruppe aus (18) ein Fundamental- 
Punkt und ein Fundamental-Ebenengebilde zugeordnet. Enthilt die 
Gruppe h; Exponenten, so sind diese Gebilde (h; —1)** Dimension. 

Ist die Collineation singulair, und beziehen sich die Exponenten 
der Gruppe 
(19) (ey eee) 


aus (18) auf die Basis 2, so ist fiir 2 =0 die Determinante A(A), wie 
wir eben sahen, vom Range (n —h; +1); die Collineation ist daher 
singulair h,*™ Species (99); die zur Gruppe (19) gehdrenden Fundamental- 


pWVercle Scenersncwsuto: 
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gebilde sind zugleich die singuliren Gebilde der Collineation. In der 
Charakteristik einer jeden singuliren Collineation het Species tritt um- 
gekehrt stets ee zur Basis 2 gehédrende Exponentengruppe (19) auf. 
Ueber diese Exponenten werden wir im Folgenden eine ,, Null“ setzen; 
dass man sowohl ordinire, als singuliére Collineationen hf" Species mit 
vorgeschriebenen Charakteristiken bilden kann, geht unmittelbar aus 
Theorem XXIT hervor. 

Nunmebhr Alassificiren wir nach einem oft angewandten Principe 
die ordiniiren Collineationen des n-dimensionalen Raumes, wie folgt: 


Wor rechnen zur selben Klasse alle diejenigen ordiniiren Collineationen, 
welche dieselbe Charakteristik haben. 

Analog klassificiren wir die singuliren Collineationen gleicher 
Species des n-dimensionalen Raumes: 


Wir rechnen zur selben Klasse von singuldren Collineationen hj! 
Species diejenigen Collineationen, welche dieselbe Charakteristik besitzen. 

Sind die Formen f(xu') und F(XU') ahnlich, so gehéren die 
Collineationen f(xu') =O und F(X U')=0 zur selben Klasse (siehe 
diesen Artikel oben). Wir wollen nun umgekehrt voraussetzen, dass zwei 
Collineationen f(au') = 0 und F(X U') = 0 zur selben Klasse gehéren. 
Fiir f = 0 beziehe sich die Gruppe (19) ihrer gemeinsamen Charakteristik 
(18) auf die Basis (A—c¢;), fir F =O auf die Basis (A—c¢). Ist 
alsdann ; ea ; 
OpsiGg 10-5 Cp = Cy = Cpe 2 Cz 
so sind die Collineationen f=0O und #' =O identisch bez. projektiv 
identisch. Denn ist fiir ein endliches, von Null verschiedenes 0, 

C, = 0¢,, 

so besitzen die charakteristischen Determinanten von f und oF die- 
selben ET; daher sind die Formen f und fF 4hnlich bez. dual 
(Theorem XXI bez. XXV); die Collineationen F’= 0 und 9 f'= 0 sind 
aber identisch; also sind in der That unter den gemachten Voraus- 
setzungen die Collineationen f= 0 und #’= 0 identisch bez. projektiv 
gleich. — Haben zwei Collineationen dieselbe Charakteristik (18) und 
gehért zu einer Gruppe (19) derselben fiir die eine die Basis (4 — «), 
fiir die andere die Basis (4 — ¢;), so wollen wir ¢; und ¢; entsprechende 
Wurzeln ihrer charakteristischen Gleichungen nennen; man kann dann, 
wenn ¢; und c/, ¢% und c entsprechende von Null verschiedene rise 
G 


. ¢; 
zweier Collineationen mit gleicher Charakteristik sind, 5 und al ent- 


sprechende absolute Invarianten der Collineationen nennen (102). Nach 
dem Vorausgehenden gilt der Satz: 


“Muth, Elementartheiler. 14 
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35) Zwei Collineationen sind dann und nur dann identisch bez. 
projektiv identisch, wenn sie 1) zur selben Klasse gehoren, und wenn 
2) die entsprechenden absoluten Invarianten derselben tibereimstimmen. 

Zu jeder Klasse von Collineationen gehért eine Normalform, auf 
welche alle Collineationen derselben durch lineare Coordinaten- 
transformation (bez. durch eine projektive Umformung) gebracht werden 
kénnen. (Vergl. § 11, insbesondere Gleichung (1) daselbst.) 

104. Wir betrachten eine Collineation (1), deren Charakteristik 
durch (18) gegeben sei*; eine Gruppe (19) aus derselben beziehe sich 
auf den linearen Theiler (A —c;) von A (4); der dieser Gruppe (19) 
zugeordnete Fundamental-Ebenenraum (h;—1)*** Dimension (103) be- 
sitzt einen Trager von der Dimension (n —h,), auf welchem durch 
die Collineation (1) eine collineare Beziehung hergestellt wird (102), 
die wir mit K bezeichnen wollen. Welches ist nun die Charakteristik 
dieser Collineation K, und welche absolute Invarianten besitzt K? 

Diese Fragen beantwortet man am einfachsten mittelst der 
Normalform der Collineation (1). Zunichst kénnen wir, ohne die 
Allgemeinheit zu beeintriichtigen, annehmen, dass die Gruppe (19) 
die erste in (18) sei; wir schreiben ferner e fiir e. 

Alsdann kénnen wir nach 77 [vergl. daselbst die Gleichung (1)] 
unsere Collineation (1) durch lineare Coordinatentransformation auf 
die Gestalt 


Cy (2, Uy + +++ + Lee) A (ay Uy t+ + + Le—1 Ue) ** 
+c (e431 Ue41 4... + Le+ of We+e') + (et1 ter 2 a ep ne a tee) 
(20) . 
SECs teehee 
ap (Gees 


ase Uet e+. : aca : aig gats elise : Pes) o) 
(2-2) 


Ue+te’t-..-te 
$1 Uepepe pe Meats tdepep.. te Y_ steg et. .-o%7)) 
+ z4(au) = 0 

bringen, wenn wir fiir die neuen Coordinaten 2; bez. w; schreiben. 

Die in y(vu) auftretenden Variabelen fehlen im iibrigen Theile von (20). 
Aus (20) ersieht man aber sofort, dass die h Ebenen mit den 

Gleichungen 

(21) x,=0, Cepri=O0,. ‘ Pe Pele Ruma eet eh Al) 

Doppelebenen der Collineation sind, und zwar bestimmen sie gerade 

den der Gruppe 


* Ist dieselbe singulair, so sind tiber die Exponenten einer gewissen Gruppe 
Nullen zu setzen (108). 


** Ueber das Auftreten dieser Klammerausdriicke vergl. die Anm. 8S. 153. 
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zugeordneten Fundamental-Ebenenraum unserer Collineation; die Punkte, 
deren Coordinaten die Gleichungen (21) befriedigen, erfiillen ein 
lineares Gebilde (2 — h)*** Dimension, den Triiger dieses Fundamental- 
Ebenengebildes. Jan erhdlt also die Collineation K im betrachteten 
Trager, wenn man in (20) die Variabelen x, %e41,...%epet-- +e%—D41 
gleich Null setzt. Denkt man sich daher die Exponenten e¢) so ge- 
ordnet, dass e > e' > e'’ >---, sind ferner in der Reihe dieser Zahlen 
die & ersten grésser als 1, die iibrigén gleich 1, so besitzt (wegen 
Theorem V; vergl. auch Theorem XXII) die charakteristische Deter- 
minante von K die ET 
ee ult 0, oy sae (Ae eee 

wihrend ihre dbrigen ET mit den nicht auf die Basis (4 —¢,) be- 
ziiglichen ETn der charakteristischen Determinante von (1) tiberein- 
stimmen; ist aber e =e’ =--- = e"—=1, so hat die charakteristische 
Determinante von K keimen zur Basis (4 — ¢,) gehdrigen ET, und ihre 
tibrigen ET stimmen mit den nicht zur Basis (2 — c,) geh6renden ETn 
von (1) dberein. Im ersten Falle hat also K dieselben absoluten In- 
varianten, wie (1), im letzteren eine absolute Jnvariante weniger. Also 
gilt das Theorem: y 


XL. Die Collineation K, welche durch eine gegebene Col- 
lineation (1) mit der Charakteristik 
(22) [(e,el,...€@D) (€, 5... D)...(enel,.. 8 )...(e, et..." )] 
in dem Trager des der 2" Gruppe dieser Charakteristik 
zugeordneten Fundamental-Ebenengebildes (oder 
Fundamental-Punktgebildes) hergestellt wird, hat, 


wenn (h;—1) 


Cake ee Ie 


vorausgesetzt wird, im Falle ¢~” >1, = 1 die 
Charakteristik 

[Ep sOsp cre) Gp5€a, 08?) 2. (6—Le—l,.«. ef ES Er Cie: em) 
und dieselben absoluten Invarianten, wie die ge- 
gebene Collineation, im Falle e;=1 aber erhalt man 
die Charakteristik von K, indem man in derjenigen 
von (1) die i Gruppe wegliasst; die Collineation K 
besitzt in diesem Falle eine absolute Invariante 
weniger als die gegebene Collineation.* 


* Segre beweist dieses Theorem 1. c. Art. 16 u.17, indem er u. A. zwei 
Wurzeln ¢, sich unendlich nahe riicken lisst. Wir michten obigen, zugleich 
einfacheren, Beweis vorziehen. Wird die Charakteristik von K zu [1], so be- 


14* 
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Vergl. die Anmerkung 1, S. 210. — Im eben aufgezahlten zweiten 
Falle sind Fundamental-Punktgebilde von K diejenigen von (1), welche 
den von der betrachteten Gruppe verschiedenen Gruppen in (22) zu- 
geordnet sind (Satz b), weitere Fundamental-Punktgebilde kann K nicht 
besitzen; also gilt der Satz: 

e) Der einer Gruppe von (22), welche nur Exponenten 1 enthiilt, 
cugeordnete Fundamental-Punktraum hat mit dem Trdger des ent- 
sprechenden Fundamental-Ebenenraumes keinen Punkt gemein. 

Kine einfache Folgerung hieraus ist: 

f) Bestehen alle Gruppen in der Charakteristik (22) aus Ex- 
ponenten 1, so liegt kein Punkt eines Fundamentalgebildes auf dem 
Triiger des entsprechenden Fundamental -Ebenengebildes. 

Anders verhalt sich die Sache, wenn ef >1, ef =1 ist. Dann 
hat die Collineation K ebensoviele Fundamental-Punktgebilde, wie (1), 
und zwar sind erstens solche Gebilde diejenigen von (1), welche den 
von der betrachteten verschiedenen Gruppen aus (22) entsprechen, zweitens 
aber dasjenige lineare Gebilde (4 — 1)*** Dimension, welches hier der be- 
trachtete Trager mit dem jener 2° Gruppe entsprechenden Fundamental- 
Punktgebilde gemein haben muss. (Vergl. 102, Schluss.) Also: 

g) Enthilt eine Gruppe der Charakteristik einer Collineation nur 
einen Exponenten, der grdsser als 1 ist, so schneidet das der Gruppe 
zugeordnete Fundamental-Punktgebilde den Tréiger des der Gruppe ent- 
sprechenden Fundamental- Ebenengebildes. 


sagt dieses, dass der Traiger des der iten Gruppe zugeordneten Fundamental- 
gebildes ein (Doppel-) Punkt bez. eine (Doppel-) Ebene ist. (8.207, Anm. 2.) — 
Der Satz, den Casorati (Compt. rend. (81) tom. 92, 8.175 u. 2388) bewiesen hat 
(vergl. auch Heffter, Theorie der lin. Differentialgl., Leipzig 1894, S. 250), ist 


eine Folgerung aus obigem Satze XL. Ist nimlich speciell in f= »a,, x, u} 
ie esl s Wak oa deal, yaa Bn cto ld 

a@,=¢, beis=t, 

@,,= 0, bei s==t, 
so sind 2,=0, x,=0,...a%,=0 die linear unabhangigen Gleichungen von h 
Ebenen des Fundamental-Ebenenraumes TT/_,, der der ersten Exponentengruppe 
in (22) zugeordnet ist, wenn h=h,, c=c, genommen wird. Die Collineation K 


im Trager von TT), hat daher die Gleichung 
m=O (Baba, Wen keen 
die charakteristische Determinante derselben besitzt aber nach Satz XL die ET 
Clots Gao! Ue en ne 
mit der Basis 4—¢, wobei die Potenzen mit Exponenten ,, Null“ wegbleiben, und 
im Uebrigen dieselben ET, wie f=0. Das besagt aber gerade der Casorati’sche 


Satz. — Dass aus diesem umgekehrt der obige Satz XL gefolgert werden kann, 
braucht wohl kaum erwihnt zu werden. 
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Wir wollen weiter den Fall studiren, wo in einer, etwa wieder der 
a= Gruppe von (22), alle Exponenten grisser als 1 sind. Da dann k=h, 
so enthalt der betrachtete Triiger ausser den nicht entsprechenden Funda- 
mental-Punktgebilden von (1) nach dem Vorhergehenden einen Funda- 
mental-Punktraum (;— 1)'*** Dimension. Daher enthilt der Trager auch 
das der 7‘ Gruppe entsprechende Fundamental-Punktgebilde von (1) (103): 

h) Tritt in der Charakteristik einer Collineation (1) eine Gruppe 
von Exponenten auf, die stimmtlich grosser als 1 sind, so enthiilt der 
Triiger des thr zugeordneten Fundamental-Ebenengebildes alle Fundamental- 
Punktgebilde von (1). 9 

Zum Schlusse noch eine Bemerkung iiber die Fundamentalgebilde 
einer singuliiren Collineation (1). Ist (1) singuliir, so giebt es, wenn 
wir wieder die Collineation (1) kurz mit f(xu')=0 bezeichnen und 

i = (Q=1, 2,...n+1) 

setzen, in der Schaar von Collineationen 

Aus + 4, f(auw') =0 
im Allgemeinen (7 +1) singulire Collineationen und unendlich viele 
ordinire Collineationen, da |4,u,+4,f(vw')|==0 ist; sei diese 
Determinante fiir 2,= — 2', 4, =1 nicht Null, also 

f(cu') —1'uz = 0 

eine ordinire Collineation der Schaar, die wir kurz mit 1(xu')'= 0 
bezeichnen wollen; jeder Doppelpunkt von f(xw')=0 ist auch ein 
solcher von 7(xw') = 0, und umgekehrt. Dasselbe gilt von den Doppel- 
ebenen. Also haben f(x#u') = 0 und x(xw') = 0 dieselben Fundamental- 
gebilde. Die charakteristische Determinante von 7(vw') ist 

\(a + aud — flan’) 
ist daher (A — c)’ ein ET von | Au}, — f(xu')|, so ist [A —(¢— 2')]* ein 
ET von |Au,— 7(au')|. Also: 

Ist f(zu') = 0 eine singuliire Collineation, so hat die ordinire 
Collineation 2'u, — f(au') = 0 dieselben Fundamentalgebilde, wie 
f(zu') = 0; ihre Charakteristik erhilt man aus derjenigen von f(xu') = 0, 
indem man die iibergesetzten Nullen weglisst. 

105. Die bisher erlangten Resultate setzen uns in den Stand, die 
projektiven Eigenschaften der Collineationen aller Klassen eines Laumes 
ni” Dimension vollstindig anzugeben, ohue dass es néthig ist, die be- 
treffenden Normalformen der Collineationen heranzuziehen. Wir wollen 
dies fiir die Falle n =1, 2 und 3 wirklich ausfiihren und zwar bei n= 1 
in der Geraden, bei m = 2 in der Ebene. Wenn wir dabei die Normal- 
formen fiir die Collineationen aller Klassen zufiigen, so geschieht dieses 
nur deshalb, damit der Anfiinger die geometrischen Higenschaften der 
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Collineationen an den Normalformen direkt studiren kann. Versteht 
derselbe unter p; (7;) den Punkt (die Ebene), dessen (deren) Coordinaten 
alle ausser der 7*" Null sind, so stimmen die unten angegebenen 
Fundamentalriiume mit denen der Collineation in der betreffenden 
Normalform iiberein.* 

Ueber den Fall » =1 sind einige Vorbemerkungen zweckmissig. 
Hat ein Punkt die Koefficienten w;|w3, so sind — wu; | uj; seine Coordinaten 
ai|a2; die Gleichung ujx,+ u,x2,—0 besagt also, dass 


re 

Gee as 

ist, dass also die Punkte 2,|%, und wj|u2 identisch sind. Dieses 
vorausgeschickt, betrachten wir die Collineationen der Klasse [11]. 
Hier giebt es den zwei Exponenten 1 in [11] entsprechend in jeder 
der aufeinanderliegenden projektiven Punktreihen R und R' zwei 
Doppelpunkte p, und p,, 2, und 2, wo p,, 1, und p,, a, ent- 
sprechende Doppelpunkte seien. Nach Satz b fallt aber (vergl. die 
vorausgehende Bemerkung) p, mit z,, p, mit 7, zusammen. Die 
absolute Invariante ist das Doppelverhiltniss, das zwei homologe 
Punkte mit den beiden Doppelpunkten p, = a, und p, = 2, bestimmen 
(S. 206). — Untersuchen wir z. B. weiter die Collineationen der Klasse [2]; 
hier tritt in & und R! je ein Doppelpunkt p, bez. z, auf; nach Satz h 
ist aber p,—=2,; absolute Invariante ist keine vorhanden. Endlich 
wollen wir die singulire Collineation [1, 1] betrachten. Sie hat zwei 
Doppelpunkte p, = 2, py = m,, wie [11]. (Vergl. 104, Schluss.) Von 
diesen ist der eine p, der singulire Punkt in R, der andere p, der 
in R' (101, Schluss). Dem Punkte p, von R entsprechen alle Punkte 
von #2’, jedem von p, verschiedenen Punkte von FR entspricht derselbe 
Punkt p, in R’ (siehe das Schema am Schlusse von 99), u.s.w. Nun 
wird man auch die iibrigen Fille, ebenso die verschiedenen Fille bei 
m= 2 und m= 3 erledigen kénnen, zumal im Folgenden auf die in 
Betracht kommenden obigen Sitze (durch eingeklammerte a, b u.s. w.), 
wenn nodthig, hingewiesen wird. 

Wir haben also folgende 


Ly By ~ Xx, = 0, 


i. Klassen der Collineationen in der Geraden. 
«) Ordinire Collineationen. 
lo [1ij? 60,04 62,0, — 0, 
Hier treten zwet Doppelpunkte p,= x, und p,= x, auf; sind xa! 
zwei homologe Punkte einer Collineation dieser Klasse, so ist das 
Doppelverhaltniss der Punkte xx! p,p, die absolute Invariante derselben. 


* In der Geraden hat man dann also unter z,, z, den Punkt der Koefficienten 
1|0 bez. 0|1 zu verstehen, u.s. w. 
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2. [2]: €,(@,u, + x, uy) + a Uy = 0. 
Die Collineationen dieser Klasse besitzen einen Doppelpunkt p, =x, 
und keine absolute Invariante. 


3. [(1)}: 4,4, + 2, = 0. 
Jeder Punkt der aufeinanderliegenden Punktreihen ist ein Doppel- 
punkt; keine absolute Invariante! Die identische Collineation. 


8) Singulire Collineationen erster Species. 
1. [11]: 2, = 0. 

Jede der projektiven Punktreihen hat einen singuliren Punkt p, 
bez. p,; diese Punkte sind zugleich Doppelpunkte der Collineation; 
keine absolute Invariante. 

2. [2]: 2,4, — 0. 


Wie 1, nur dass die beiden singuliren Punkte in einen Punkt p, 
zusammenfallen; p, ist zugleich Doppelpunkt. 


II. Klassen der Collineationen in der Ebene. 
a) Ordinire Collineationen. 
1. [111]: c, 2, U, + C2, Uy + 6; %y Uy = O. 

Drei Doppelpunkte und drei Doppelgerade, welche die Ecken und Seiten 
eines Dreiecks bilden, und zwar ist, wenn p; und a; (¢ =1, 2, 3) ent- 
sprechende Fundamentalelemente sind, die Gerade p,p,= 73, P,P, =, 
PsP; = %(f). Die Collineationen in jeder der drei Doppelgeraden haben 
dieselbe Charakteristik [11] (XL). Die Punktreihen, welche aus zwei 
homologen Punkten z, xz’ und den Schnittpunkten ihrer Verbindungs- 
linie mit den drei Doppelgeraden bestehen, sind projektiv unter sich 
und zu Strahlenbiischeln, gebildet aus zwei homologen Geraden wu, w' 
und. den Verbindungsgeraden ihres Schnittpunktes mit den drei Doppel- 
punkten (S.206—207). Zwei unabingige Doppelverhiltnisse, welche a, a’ 
mit diesen Schnittpunkten (wu, u' mit diesen Verbindungsgeraden) be- 
stimmen, sind die beiden absoluten Invarianten. 

2. [21]: & (&, Uy + Lo Ute) + Cy %y Ug + Ly Uy = O. 

Zwei Doppelpunkte p, und p,, zwei Doppelgerade a, und a. Auf 
der dem Exponenten 2 in [21] entsprechenden Doppelgeraden 2, liegen 
die beiden Doppelpunkte p, und p, (h), die zu 1 in [21] gehdrende 
Doppelgerade z, enthalt den dem Exponenten 2 zugeordneten Doppel- 
punkt p, (6), aber nicht p, (e). Die Collineationen in z, und x, gehéren 
bez. zu den Klassen [11] und [2] (XL). Dre absolute Invariante ist 
das Doppelverhiltniss, welches homologe Punkte #, v' mit den Schnitt- 
punkten der Geraden vx' und z,, x, bestimmen, u.s. w. 
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3. [8]: 6, (%, Uy + %y Ue + Lys) + Ly Uy + Ly Uy = O. 

Fin Doppelpunkt p, und eine Doppelgerade x,, die p, enthilt (h); 
keine absolute Invariante. 

A, [(11) 1]: G (@, U, + %o Ue) + 6,25 Uz = O. 

Dem Exponenten 1 entspricht ein Doppelpunkt p, und eine 
Doppelgerade 2,, die getrennt liegen (e), der Gruppe (11) entspricht 
ein lineares Fundamental-Punktgebilde (Strahlengebilde) erster Dimension, 
d. h. eine gerade Reihe von Doppelpunkten mit dem Triger z, (a) und 
Btischel von Doppelstrahlen mit dem Mittelpunkte p,(a). Die Ver- 
bindungsgeraden homologer Punkte gehen stets durch p,, die Schnitt- 
punkte homologer Geraden liegen stets auf 2,(c). Die Collineationen 
dieser Klasse stellen perspektive Beziehungen vor, bei denen Axe z, 
und Centrum p, der Perspektivitiit getrennt legen. Dvze absolute In- 
variante ist das Doppelverhiltniss, welches homologe Punkte 2,2’, das 
Centrum p, und der Schnittpunkt der Geraden zz’ mit der Axe z, 
bestimmen. 

5. [((21)]: ¢,(@, u, + ©, Ue + Ly Uy) + 2, Uy = O. 

Die Collineationen sind perspektiv, und zwar liegen Axe z, und 

Centrum p, der Perspektivitiit aneinander (g); keine absolute Invariante. 


6. [(111)]: 2, + at, + 1, Us = 0. 
Die identische Collineation; keine absolute Invariante. 


6) Singulire Collineationen. 
a) Singulire Collineationen erster Species. 

Die Klassen der singuliren Collineationen erster Species sind die 
Klassen der projektiven Beziehungen zwischen einem Strahlenbiischel und 
einer geraden Punktreihe, die derselben Ebene angehdren (100). Was die 
Art der Vertheilung der Fundamental- bez. der singulaéren Gebilde an- 
belangt, so kann dieselbe unmittelbar aus II, @ ersehen werden. (Vergl. 
104, Schluss.) Wir haben folgende Fille zu unterscheiden: 


1. [111]: ¢, 2,0, + G XU, = 0. 

Der Mittelpunkt p, des Strahlenbiischels und der Trager der zu 
ihm projektiven Punktreihe auf x, liegen getrennt. Zwei Punkte p, 
und p, von z; liegen auf den homologen Strahlen z, bez. x, von ps. 
— Die Collineation auf der singuliren (Doppel-) Geraden 2, gehért 
zur Klasse [11], die Collineationen auf den beiden anderen Doppel- 
geraden z, und a, gehdren zur Klasse [11] (XL). Die absolute In- 
variante ist das Doppelverhiltniss, welches zwei homologe Punkte der 
Collineation und die Schnittpunkte ihrer Verbindungsgeraden mit z, 
und z, bestimmen. 
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2. [at]: ©, (au, + 2p) + dt, Ug = 0. 

Der Mittelpunkt p, des Biischels und der Traiger x, der Punkt- 
reihe legen getrennt; ein Strahl z, des Biischels p, geht durch den 
homologen Punkt p, von 23. Keine absolute Invariante. 

3. [(11)1]: LU, + %y Uy = O. 

Die Punktreihe auf 2, und das zu ihm projektive Strahlen- 

biischel p, befinden sich in perspektiver Lage. Keine absolute Invariante. 
A, [21]: Cy ay + 2, My = 0. 

Der Mittelpunkt p, des Strahlenbiischels liegt auf dem Tréiger x, 
der Punktreihe, und zwar entspricht dem Strahle 7, von p, ein von p, 
verschiedener Punkt p, von 2,.* Keine absolute Invariante. 

5. [3]: ay Up + 2 Uy = 0. 

Der Trager 2, der Punktreihe enthdlt den Mittelpunkt p, des zu 
ihm projektiven Biischels, und zwar entspricht dem Strahle x, von p, 
der Punkt p, von ,.* Keine absolute Invariante. 


b) Singulire Collineationen zweiter Species. 
1: [111]: 1b, er). 

Die Ebene & enthalt eine gerade Reihe singuliirer Punkte auf 
dem Trager 2,, die Ebene &’ ein Biischel singulirer Strahlen mit 
dem Scheitel p,; p, liegt nicht auf x, (vergl. II, «) unter 4 und 104, 
am Schlusse). Hinem Punkte von Ff entspricht im Allgemeinen der 
Punkt p, von R’, der zugleich ein Doppelpunkt ist; weitere Doppel- 
punkte sind die Punkte von ,, denen als Punkte von fF jeder Punkt 
von R’ entspricht. U.s.w. (99). 

2. [21]: 2,% = 0. 

Wie 1, nur dass hier der Mittelpunkt p, des Biischels singulirer 
Strahlen auf dem Triiger x, der singuliren Punkte liegt. — In beiden 
Fallen treten keine absoluten Invarianten auf. (Vergl. Il, «) unter 5.) 


III. Klassen der Collineationen im Raume 3°f Dimension. 
«) Ordiniire Collineationen. 
1. [1111]: ¢, ©, Uy + Cy Le Ue + Cy Xz Ug + Cy 14 Uy = O. 

Vier Doppelpunkte p,,P2,P3,P, und vier Doppelebenen 2,,7,,%3,%4, 
welche die Ecken und Seitenflichen eines Tetraeders bilden. Sind p; 
und z; entsprechende Doppelelemente, so ist die Ebene p, p, p;= 7, 
Dz D3 Py = Hy, U.S. w. (f).** — Die Collineationen auf den vier Doppel- 

* Ueber die Charakterisirung dieses Falles durch das Verschwinden gewisser 
rationaler Invarianten der Collineation vergl. Muth, Math. Ann. (92) Bd. 42, 8. 260. 

** Die Lage der Doppelgeraden erschliesst man aus derjenigen der Doppel- 
punkte- und Ebenen mit Leichtigkeit. 
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ebenen haben dieselbe Charakteristik [111] (XL). — Die Punktreihen, 
welche aus zwei homologen Punkten a, 2 und den Schnittpunkten der 
Geraden wa’ mit den vier Doppelebenen bestehen, sind unter sich pro- 
jektiv und projektiv zu den Ebenenbiischeln, gebildet aus zwei homologen 
Ebenen wu’ und den Ebenen, welche die Gerade ww! mit den vier 
Doppelpunkten verbinden (8S. 206—207). Drei unabhingige Doppelverhilt- 
nisse, welche z,2’ mit diesen Schnittpunkten (u,u’ mit diesen Ver- 
bindungsebenen) bestimmen, sind je drei absoluten Invarianten der 
Collineationen dieser Klasse. 

2. [211]: 6G (4, U, + My Uy) + Cy Wg Ug + Cy Hg Uy + Ly Uy = O. 

Drei Doppelpunkte p,,p3,p, und drei Doppelebenen x,,2,,2,. Die 
drei Doppelpunkte liegen in der dem Exponenten 2 zugeordneten 
Doppelebene z,(h) und die drei Doppelebenen schneiden sich in dem 
dem Exponenten 2 zugeordnetem Doppelpunkte p,. Die den beiden 
Exponenten 1 entsprechenden Doppelebenen 2x, und za, enthalten je 
zwei Doppelpunkte p, und p, bez. p, und p,(b). — Die Collineation 
auf az, hat die Charakteristik [111], ihre absoluten Invarianten sind 
dieselben, wie die der betreffenden riumlichen Collineation. Die Col- 
lineationen auf z, und az, gehdren zur Klasse [21], u.s. w. (XL). — 
Die Deutung der absoluten Invarianten, deren die Collineationen dieser 
Klasse je zwe? besitzen, geschieht analog wie bei 1. 

B. [81]: Cy (@y Uy + Le Ue + Hg Us) + Cy Ly Uy + 2, Uy + Ty Uy = O. 

Zwei Doppelpunkte ps, py und zwei Doppelebenen x,, 2, Die dem 
Exponenten 3 zugeordnete Doppelebene z, enthilt die beiden Doppel- 
punkte; der demselben Hxponenten entsprechende Doppelpunkt p, legt 
in der Schnittgeraden der beiden Doppelebenen (h); p, liegt aber nicht 
in dieser Schnittlinie (e). — Die Collineationen auf x, und z, haben 
bez. die Charakteristiken [21] und [3] (XL). — Eine absolute Invariante: 
das Doppelverhiltniss, welches zwei homologe Punkte 2,’ und die 
Schnittpunkte der Geraden wa’ mit x, und z, bestimmen. 

A. [22]: (2, Uy + ay Uy) + Cy (Ly Ug + Hq Uy) + 2 Uy + 23 Uy = O. 

Zwei Doppelpunkte p. und p,, zwei Doppelebenen x, und 2; die 
beiden Doppelpunkte legen in der Schnittgeraden der beiden Doppel- 
ebenen (i); ere absolute Invariante, die wie bei 3. zu deuten ist. — 
Die Collineationen in den Ebenen z, und z, gehéren beide zur 
Klasse [21]. 

D. [4]: €, (y Uy + Ly Uy + Ly Ug + Xz Uy) + Ay Uy + oy Uy + 1s Uy = O. 

Ein Doppelpunkt p, und eine Doppelebene x,, die incident sind (h). 
— Die Collineation auf 2, hat die Charakteristik [3] (XL). — Keine 
absolute Invariante. 


(o') 
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6. [(11)11]: & (a, Uy + Ly Ug) + Cy 2g Uy + C40, U, = O. 

Der Gruppe (11) ist ein lineares Fundamental - Punktgebilde 
1 Dimension (eine gerade Reihe von Doppelpunkten) auf p,, p, und 
ein ebensolches Ebenengebilde (Biischel von Doppelebenen) mit dem 
Trager ps; py= 1, m zugeordnet. Die Axe des Biischels schneidet 
den Trager der Punktrethe nicht (f). Weiter sind zwei Doppelpunkte 
(Doppelebenen) vorhanden, die im Triiger des Biischels liegen (b): 
Ps, Ps (5, 4). Die Verbindungsgeraden homologer Punkte schneiden 
stets die Gerade p, p,; die Schnittgeraden homologer Ebenen schneiden 
stets die Gerade p, p, (c). Die Collineationen auf z, und 2, gehdren 
beide zur Klasse [(11)1]; sie sind also beide perspektivisch mit den 
Centren p, bez. p,; und der Axe p, p,. (Vergl. II, « unter 4.) — 
Zwei absolute Invarianten: Zwei unabhingige von den Doppelverhilt- 
nissen, welches zwei homologe Punkte z,z’ mit den Schnittpunkten 
der Geraden waz’ mit den Ebenen z,,2, und der Geraden p, p, be- 
stimmen, U.S. W. 


T. [2AD]: ¢,(@, Uy + Ly Ug) + Cy (Ug + Hy Uy) + Ly Uy = 0. 
Wir haben den vorigen Fall, nur dass hier die Axe p,p, des 
Biischels von Doppelebenen nur einen Doppelpunkt p, enthalt, und 
durch den Trager p, py= 2,2, der Rethe von Doppelpunkten nur eine 


Doppelebene x, geht. — Hime absolute Invariante, die man analog 
deutet, wie bei 6. — 
8. [(21) 1]: ¢,(@, Uy + We Ue + Hy Ug) + Cy X4 Uy + Ly Uy = 0. 

Wie 6, nur dass der Trdger p, p, der aus lauter Doppelpunkten 
bestehenden Punktreihe die Axe p,py= 1,7, des Biischels der Doppel- 
ebenen schneidet (g). Ausser dem Schnittpunkte p, dieser Triiger liegt 
noch ein weiterer, dem Exponenten 1 zugeordneter Doppelpunkt p, auf 
der Geraden p, p,; ausser p,p,p, giebt es noch eine wevtere durch p, p, 
gehende Doppelebene p, p, py = %4.— Eine absolute Invariante; tiber ihre 
Deutung vergl. 6. 

9. [(81)]: G, (ay Uy + Hq Uy + Ly Uy + Ly Uy) + Ly Uy + Lo Uy = 0. 

Es giebt wieder eine Gerade p,p,, deren séimmtliche Punkte Doppel- 
punkte; und eine Gerade p,p,, deren stimmtliche Ebenen Doppelebenen 
sind, diese Geraden schmeiden sich (g). Weitere Doppelelemente sind 
nicht vorhanden. Keine absolute Invariante. 

10. [(22)]: ¢(@,u, + %_ Uz + Ly ts3 + %yU4) + Uy Uz + Xz uy = O. 

Eine Reihe von Doppelpunkten und ein Biischel von Doppelebenen, 
deren Triger p,p,= 7,2, zusammenfallen (h). Die Verbindungsgeraden 
homologer Punkte und die Schnittgeraden homologer Ebenen treffen 
stets diesen Trager (c). Keine absolute Invariante. 
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11. [(11)(11)]: © (@y ty + Wy Uy) + Cy (2g Ug + 2M) = O. 

Hier treten zwei gerade Reihen von Doppelpunkten auf mit den 
Triigern p,p. und p,p, und zwei Biischel von Doppelebenen, deren Axen 
bez. mit p,p, und p,p, zusammenfallen (b). Die Geraden p, p, und pz p, 
schneiden sich nicht (f). Die Verbindungsgeraden homologer Punkte a, a’ 
und die Schnittgeraden homologer Ebenen w,w' tretfen beide Axen p, p, 
und p, p, (c). Bezeichnen wir diese Schnittpunkte mit s, und s,, so 
sind die Punktreihen xz's,s, unter sich projektiv und projektiv zu 
den Biischeln, die durch wu, und die Ebenen, welche durch die Ge- 
raden wu! und p,p, bez. p,p, gehen, gegeben sind. Line absolute In- 
variante: Das Doppelverhiltniss vier solcher Punkte oder vier solcher 
Ebenen. (Ist dieselbe gleich —1, so ist die betreffende Collineation 
eine geschaart involutorische.) 

12. [(111)1]: 6, (@,u, + 2, Uy + Lely) + €,0,U, = O. 

Alle Punkte einer gewissen Ebene p, p,p,—= 2, sind Doppelpunkte, 
und alle durch einen gewissen Punkt 2,2,7,—p, gehenden Ebenen 
sind Doppelebenen; p, und 2, liegen getrennt (e). Weitere Doppel- 
elemente sind p, und zx, Die Verbindungslinien homologer Punkte 
gehen simmtlich durch p,, die Schnittlinien homologer Ebenen liegen 
simmtlich auf 2, (c). Die Collineationen dieser Klasse sind perspektive 
rdumliche Beziehungen mit dem resp. Centrum p, und der Ebene x, der 
Collineation. — Eine absolute Invariante: Das Doppelverhiiltniss, welches 
zwei homologe Punkte z,z' mit p, und dem Schnittpunkte der Ge- 
raden xa’ mit x, bestimmen, u.s. w. 

13. [(211)]: G (aU, + Getty + 45 Ug + 2yUy) + 2, Uy = O. 

Die Collineationen dieser Klasse sind gleichfalls perspektive rdwm- 
liche Beziehungen, bei denen aber stets das Centrum p, in der Ebene zx, 
der Collineation liegt (g). Keine absolute Invariante. 

14. [(1111)]: a, uy + My + 3 Ug + LU, = 0. 
Die identische Collineation; keine absolute Invariante. 


6) Singulire Collineationen. 
a) Singulaire Collineationen erster Species. 


Die Klassen der singuliren Collineationen erster Species sind die 
Klassen der collinearen Beziehungen zwischen einem Biindel und einem 
ebenen Systeme desselben riiwmlichen Systems (100). Die Vertheilung 
der Fundamentalgebilde bez. der singuliren Gebilde kann man aus 
Ill, «) ersehen (104, Schluss). Hier kénnen folgende Fille eintreten: 

1. [1111]: ¢, 2,0, 4+ Cy LaUg + Cy%_ Uy = 0. 

Das Centrum p, des Biindels liegt nicht im Triger x, des ebenen 

Systems. Drei Punkte p, p, p; von m, liegen in den homologen 
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Strahlen des Biindels. — Die Collineation in der Ebene x, hat die 
Charakteristik [111]; diejenigen in den tibrigen Doppelebenen sind sin- 
guliir erster Species, und zwar ist ihre Charakteristik [111] (XL). — 
Zwei absolute Invarianten: zwei unabhingige von den Doppelverhiilt- 
nissen, welche zwei homologe Punkte und die Schnittpunkte ihrer 
Verbindungsgeraden mit den drei Ebenen p,p,p,, 42> 3, PyP3P, be- 
stimmen; u.s. w. 
2. [ari]: ¢,(a,u, + Lttp) + % Xz Uy + Ly Uy = O. 

Wie 1, nur das zwei Strahlen des Biindels p, durch die homologen 
Punkte der Ebene x, gehen. — Die Collineation in der Ebene x, ge- 
hért zur Klasse [21], diejenigen in den beiden anderen Doppelebenen 
gehéren zu den Klassen [111] und. [a1] (XL). — Kine absolute In- 
variante, die man analog, wie bei 1 deutet. 


3. [31]: c, (ar, ty + ay Uy + 23s) + 2, Up + qty = 0. 

Wie 1, nur dass hier em Punkt der Ebene x, im homologen 
Strahle des Biindels p, liegt. — Die Collineation in z, hat die 
Charakteristik [3]; die Collineation auf der anderen Doppelebene z, 
hat die Charakteristik [21] (XL). 


4. [(11) 11]: ¢, (a0, + Wy Uy) + C523 Us = O. 

Wie 1, aber die Colliteation in der singuliren Ebene x, gehért 
zur Klasse [(11)1], ist also perspektiv derart, dass das Centrum p, und 
die Axe p,p, getrennt liegen. Ausser p, liegen hier also sdmmtliche 
Punkte von p,p, ia ibren homologen Strahlen. Bedeutet p, den sin- 
guliren Punkt, so treffen alle Gerade, welche homologe Punkte ver- 
binden, die Gerade p,p,. Eine absolute Invariante: Das Doppelverhiltniss, 
welches zwei homologe Punkte z,z und die Schnittpunkte der Ge- 
raden xz’ mit der Geraden p,p, und der Ebene p, p. p, bestimmen. 


5. [(21) 1]: cy (ayy + Ly Uy + yg) + 1p Me = 0. 
Wie 4, nur dass hier in der singuliiren Ebene 2, das Centrum p, 
auf der Axe p,p, der Perspektivitit liegt. Keine absolute Invariante. 


6. [(111) 1]; 2, Uy + Ly Uy + 1 Ug = 0. 

Das Biindel mit dem Trager p, und das zu ihm collineare ebene 
System mit dem Trager x, befinden sich in perspektiver Lage. — Jeder 
nicht in x, liegendé Punkt wird aus p, auf die Ebene 7, nach dem zu 
ihm homologen Punkte projicirt.* — Keine absolute Invariante. 


* Die Perspektive des Malers ist also eine singulire collineare Beziehung 
erster Species mit der Charakteristik (a1) 1] }. Die Reliefperspektive dagegen 
und die gewohnliche Perspektive des Bildhauers gehéren zur Klasse [(111)1] 
der ordiniren raumlichen Collineationen. 
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7. [211]: Wy Uy + Cy Hy Uy + 2, My = O. 

Der Mittelpunkt p, des Bitindels liegt im Triger z, des zu ihm 
collinearen ebenen Systems. Dem in z, liegenden Strahlenbtischel 
von p, entspricht eine Punktreihe, deren Triiger p,p, nicht durch den 
Mittelpunkt des Biischels geht. Zwei Strahlen desselben gehen durch 
die homologen Punkte p,, p, der Punktreihe. Kine absolute Invariante; 


ihre Deutung erfolgt analog, wie bei 1. 


8. [22]: (aye, + My Ulg) + ay Uy + %y ty = 0. 
Wie 7, aber nur em Strahl des dem ebenen Systeme z, an- 
gehérigen Strahlenbiischels p, geht durch den homologen Punkt p, 
der zu ihm projektiven Punktreihe p,p,. — Keine absolute Invariante. 


9. [2(11)]: C (a5 %g + ayy) + 2, Uy = 0. 

Wie 7, aber sdimmtliche Strahlen des Biischels p,, welches im 
Trager 2, des ebenen Systems liegt, gehen durch ihre homologen 
Punkte auf p,p,. — Keine absolute Invariante. 

10. [31]: Cy LU, + Ty Up + LyUg = O. 

Auch hier legt der Mittelpunkt p, des Biindels im Trager z, des 
zu ihm collinearen ebenen Systems; aber es entspricht dem in z, 
liegenden Strahlenbiischel p, eine durch p, gehende Punktreihe auf p, p,. 
Dem Strahle p,p, von p, entspricht ein von p, verschiedener Punkt p, 
der Punktreihe. Kevne absolute Invariante. 

11. [4]: ato + 2» ts + 25%, = 0. 

Wie 10, aber dem in der singuliiren Ebene z, liegenden Strahlen- 
biischel mit dem Scheitel p, entspricht die durch p, gehende Punkt- 
reihe auf dem Triger p,p, derart, dass dem Strahle p; p, des Biischels p, 
der Punkt », der Punktrethe zugeordnet ist. — Keine absolute Invariante. 


b) Singulare Collineationen zweiter Species. 


Die Klassen der singuliren Collineationen zweiter Species sind 
die Klassen der projektiven Beziehungen zwischen einem Ebenenbiischel 
und einer geraden Punktreihe desselben réumlichen Systems (100). Was’ 
die Fundamentalgebilde bez. der singuliren Gebilde anbelangt, so ver- 
gleiche man die betreffenden Klassen in III, a), deren Collineationen 
dieselbe Art der Vertheilung der Fundamentalgebilde zeigen (104, Schluss). 
Wir haben folgende Fille zu unterscheiden: 


1. [1111]: 2,4, + Co%y Uy = 0. 
Die Axe p;p, des Hbenenbiischels trifft den Traiger p,p, der zu 
ihm projektiven Punktreihe nicht; zwei Punkte p, und p, der Punkt- 
reihe liegen in den homologen Ebenen des Biischels. — Eine absolute 
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Invariante: Das Doppelverhiltniss, welches zwei homologe Punkte 2, a’ 
und die Schnittpunkte der Geraden wa’ mit den Ebenen p, p, p, und 
Pz Ps; py bestimmen. — 


2. [aii]: «¢ (Ly + Leto) + ay Uy = 0. 
Wie 1, aber es liegt nur ein Punkt p, der Punktreihe in der 
homologen Ebene z, des Biischels. 


3. [(11)11]: 2,4, + ty = 0. 
Die Beziehung zwischen Ebenenbiischel und Punktreihe ist eine 
perspektive. - 
4. [211]: C3 LU + Ly Uy = (); 
Die Axe p,p; des Ebenenbiischels schneidet den Trager p,p, der 
geraden Punktreihe; der Ebene p, p, p, des Biischels entspricht der 
vom Schnittpunkte p, verschiedene Punkt p, der Punktreihe. 


5. [Bi]: a, U,+ xu, = 0. 
Wie 4, aber der von der Axe p,p, des Biischels und dem Trager 


Pp; der Punktreihe bestimmten Ebene p, p,p, entspricht der Schnitt- 
punkt p, von Axe und Trager. 
6. [22]: a, Uy + a, %, = O. 
Die Axe p,p, des Biischels und der Trager p, p, der Punktreihe 


fallen zusammen. In den: Fiillen 2—6 treten keime absoluten In- 
varianten auf. 


c) Singulaire Collineationen dritter Species. 
1. [1111]: 2,4, = 0. 
Die Ebene z,= p, p,p,, deren sdimmtliche Punkte singuliire Punkte 
sind, enthalt nicht den Punkt p,, welcher Trager eines Biindels sin- 
guldrer Ebenen ist. (Vergl. III, a) unter 12 und 104, Schluss.) Allen 


nicht auf z, liegenden Punkten des Raumes F entspricht derselbe 
Punkt p, von R’, u.s.w. (99). 
2. [211]: 2, u, = 0. 
Der Trager p, des Biindels singulirer Ebenen liegt 7m der Ebene 2, 
der singuliren Punkte. (Vergl. III, a) unter 13 und 104, Schluss.) _ 
Die Collineationen dieser Species haben keine absoluten Invarianten* 


* Wir stellen hier noch eine Reihe von Anwendungen der ET auf geometrische 
Probleme zusammen. Von Anwendungen der Weierstrass’schen Theorie sind 
zu nennen: Klein, Ueber die Transf. der allg. Gleichung 2tex Grades zwischen 
Liniencoordinaten auf eine kanonische Form, Inauguraldiss., Berlin 1868. (Ab- 
gedruckt in Math. Ann. Bd. 23.) Killing, Der Flaichenbtischel 2ter Ordnung, 
Inauguraldiss., Berlin 1872. Weiler, Ueber die verschiedenen Gattungen der 
Complexe 2ten Grades, Math. Ann. (73) Bd.7. Gundelfinger in Hesse’s Vorl. 
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§ 18. Systeme aus ganzen oder gebrochenen Gréssen 
eines Korpers. 


106. Wir haben bisher nur solche Systeme betrachtet, deren 
Elemente ganze Grissen. eines Kérpers von Zahlen oder Funktionen 
waren. Zum Schlusse wollen wir nun auch solche Systeme heran- 
ziehen, deren Elemente ganze oder gebrochene Grissen eines Kérpers 
vorstellen, den Begriff ,,.ET“ auch auf diese Systeme ausdehnen und 
eine Reihe von frither gefundenen Sitzen iiber ET auch fiir Systeme 
dieser Art beweisen. 

Wir beginnen mit Systemen aus rationalen Zahlen und schicken 
folgende Bemerkungen voraus: F 

Die rationale Zahl a heisst durch die rationale Zahl b (2 0) 


theilbar (6 heisst in a enthalten, a ein Vielfaches von 6b), wenn 
a 
Ob 
jeder gemeinsame Theiler dieser & Zahlen in einer Zahl D enthalten, 


die der grésste gemeinschaftliche Theiler* derselben genannt 
wird. Man findet D, wie folgt: Man denke sich die unter a; ent- 
haltenen Briiche reducirt, jede der von Null verschiedenen Zahlen a; 
als ein Produkt von Primzahlen mit positiven oder negativen Ex- 
ponenten dargestellt und nehme in PD jede dieser Primzahlen so oft 
als Faktor auf, als sie in den k Zahlen a; mindestens vorkommt. 

D ist offenbar nichts anderes als der grdsste gemeinschaftliche 
Theiler aller Zihler der reducirten Briiche und der ganzen Zahlen 
unter den q@;, dividirt durch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der 


eine ganze Zahl ist. Sind a,,a,,...a, rationale Zahlen, so ist 


tiber analyt. Geom. des Raumes, 3. Auflage, 1876, IV. Suppl. Voss, Die Linien- 
geom. in ihrer Anw. auf die Flichen 2ten Grades, Math. Ann. (76) Bd. 10. Loria, 
Geometria della sfera, Mem. della Ac. delle Scienze di Torino 1884, Ser. 2, 
Tom. 36. Segre, Studio sulla quadriche in uno spazio lin. ad un num. qual. di 
dimens. u. Sulla geometria della retta etc. a. eben cit.O. M. Bécher, Ueber die 
Reihenentwickelungen der Potentialtheorie, Leipzig 1894 (Capitel [). — Eine 
geometrische Anwendung der Theoreme XXVIII und XXIX giebt Segre, Ricerche 
sulle omogr. e sulle correl. in generale u.s.w. Mem. della Ac. delle Scienze di Torino 
(85), Ser. II, Tom. 37 (§ 1 und 2), Ebendaselbst § 3 und § 4 giebt derselbe eine An- 
wendung der Kronecker’schen Untersuchungen tiber die congruenten Transf. der 


bil. Formen (vergl. oben § 10). — Die Kronecker’schen Untersuchungen tiber 
singulire Schaaren — allerdings nicht in der erst 1890 abgeschlossenen Gestalt 
(vergl. §8 oben) — benutzen Killing a.c.O. und Segre, Ricerche sui fasci di 


coni quadrici in uno spez. 1. qual, Atti della R. Acad. delle Scienze di Torino (84), 
Vol. XIX. — Endlich finden die ET Anwendung beim Hauptaxenprobleme. Vergl. 
Gundelfinger-Dingeldey, Vorl. a, d. anal. Geom. der Kegelschnitte, Leipzig 
1895, § 8 und § 10. 

* Vergl. zum Folgd. Hensel, Crelle’s Journ. (96) Bd. 115, S. 254 ff. 
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auftretenden Nenner; D ist demnach durch den Euklidischen Algorith- 
mus direkt bestimmbar. 

D ist dann und nur dann eine ganze Zahl, wenn alle a; ganze 
Zahlen sind. 

Unter %& wollen wir im Folgenden stets ein System verstehen, dessen 
n> Hlemente rationale Zahlen sind; ist r der Rang eines Systems %, so 
soll der grésste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten 
o*" Grades von R(e <7) allgemein mit D,(R) bezeichnet werden. 

Wir bilden fiir ein gegebenes ® die Zahlen 

D(H) (e =1, 2%... 1), 

R) = pee FC ea = 
E,(R) = DR), £,(8) D,(R)’ E, (®) 
ferner E,.;(8) = --- = E,(®) = 0 
und nennen F, (#), £,(R),... £,(H) bez. den ersten, zweiten, ... 2 
Elementartheiler von %. Zerlegt man £,(8), £,(8)... E,() in 
Faktoren, die Potenzen verschiedener Primzahlen (mit positiven oder 
negativen Exponenten) sind, so heisst jede soleche Primzahlpotenz ein 
einfacher Elementartheiler von ®; £,(%), £,(8),...,(8) dagegen 
sollen als die zusammengesetzten Elementartheiler von (%) be- 
zeichnet werden (4). Den ot" ET eines Systems  bezeichnen wir 
allgemein mit /,(%). 

Nun sei ® ein zweites System aus n? rationalen Zahlen, und 
zwar sei % aus R dadurch hervorgegangen, dass Rt mit Systemen 
aus je »* ganzen Zahlen in beliebiger Weise vorn und hinten com- 
ponirt wurde (11). Dann heisst $ ein Vielfaches von R. 

Ist RR Vielfaches yon R, so ist der Rang yr’ von K kleiner als 
der Rang oder gleich dem Range r von §, also 

rr; 
ferner ist D,(%) durch D,(R) fiir @=1,2,...7' theilbar. Dieses 
beweist man genau so, wie bei ganzzahligen Systemen in 24. 

Ist 9 ein Vielfaches von WR, zugleich aber auch ft ein Vielfaches 
von 9, so heissen die Systeme R und R Aiquivalent. Sind R und K 
iquivalent, so ist nach Vorstehendem 

per, DR) — D(H) fir 9 =1,2,-..%, 
ee BH) = E,() fir @=—1,2,...0. 

Die Sédtze 8a) und 8b) in 25 gelten also auch fiir Systeme R. 

107. Hin (reducirter) Bruch heisst in Bezug auf eine bestimmte 
Primzahl p (modulo p, mod. p) ganz, wenn sein Nenner nicht 


durch p theilbar ist. Ist der Quotient + zweier rationalen Zahlen a und b 


(b=|-0) eine mod. p ganze Zahl, so heisst a durch b mod. p theilbar 
(a ein Vielfaches von b mod. p, u.s.w.). Ist weder der Zihler, noch 
Muth, Elementartheiler. 15 


setzen 
Dr(R) 
Dp 1 (®t) : 
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der Nenner eines reducirten Bruches @ durch die Primzahl p theilbar, so 
sagen wir, a sei mod. p gleich Eins. Endlich heissen zwei rationale 
Zahlen (S 0) mod. p gleich, wenn ihr Verhiiltniss mod. p gleich Kins ist. 

Nimmt man mit mod. p ganzen rationalen Zahlen irgendwelche 
ganze Operationen vor, so ist die resultirende Zahl ebenfalls mod. p ganz. 

Entsteht ein System # aus einem Systeme §t dadurch, dass 
letzteres System mit Systemen aus mod. p ganzen Zahlen irgendwie 
vorn und hinten zusammengesetzt wird, so heisst {t ein Vielfaches 
von ® in Bezug auf die Primzahl p (mod. p). Ist mod. p ® 
Vielfaches von R, # von KR, so heissen KR und RK mod. p iquivalent. 
Man beweist analog, wie in 24: Sind zwei Systeme R und KR mod. p 
diquivalent, so sind thre zusammengesetaten E'T mod. p gleich (so stummen 
KR und R im Range und den ETn in Bezug auf die Basis p iiberein). 

Hin System, dessen Elemente mod. p ganze Zahlen sind, und 
dessen Determinante mod. p gleich Hins ist, heisst ein Hinheits- 
system in Bezug auf p. 

Ist ® ein derartiges System, so gilt das Gleiche von dem reci- 
proken Systeme #i-1 (8. 27). Durch Composition mit Einheitssystemen 
mod. p bleiben die zusammengesetzten ET eines Systems % mod. un- 
gecndert (26). 

Wir verstehen unter einer Elementartransformation a) mod. p eines 
Systems # die Multiplikation einer Reihe desselben mit einer Zahl, 
die mod. p gleich Eins ist; multiplicirt man eine Reihe von & mit 
einer mod. p ganzen Zahl und addirt (subtrahirt) sie von einer 
parallelen Reihe, so soll diese Operation als eine Elementartrans- 
formation c) von * mod. p bezeichnet werden. Vertauschungen 
paralleler Reihen heissen Hlementartransformationen b). Vergl. 27. 
Durch Elementartransformationen mod. p werden die zusammengesetzten 
ET eimes Systems R mod. p nicht gedndert. Denn diese Umformungen 
eines Systems sind gleichbedeutend mit der Composition von # 
mit gewissen Einheitssystemen mod. p. (Siehe oben.) Durch Elementar- 
transformationen b) werden die zusammengesetzten ET von & tiberhaupt 
nicht gedndert. 


108. Nun sei ein System 


Ay, Ayo -.- Ain 
R Co Ago aie) Con 
An1 On2 <8 ie Onn 


vom Range r gegeben; durch Elementartransformationen b) bringen 
wir an Stelle von a,, ein Element, welches in allen tibrigen Elementen 


Systeme aus ganzen oder gebrochenen Gréssen eines Kérpers. Op 


mod. p enthalten ist, wo wieder p eine beliebige Primzahl bedeutet; 
das neue System bezeichnen wir wieder, wie das urspriingliche. Nun 
multipliciren wir die erste Spalte in # mit der mod. p ganzen 


Zahl “2 und subtrahiren sie von der zweiten Spalte. Durch diese 


mlewentarcennstoeeation c) mod. p erhalten wir ein zu ¥ mod. p 
iquivalentes System, i welchem das zweite Element der ersten Zeile 
Null ist. Auf analoge Weise machen wir alle Elemente der beiden 
ersten Reihen ausser a,, zu Null, wenden dann dasselbe Verfahren auf 
das System an, welches aus cook umgeformten t durch Weglassen der 
beiden ersten Reihen entsteht, und eélangen schliesslich zu einem 
Diagonalsysteme (28), in ae die r ersten Hlemente d,, d,,...d, 
nicht Null sind, die tibrigen aber verschwinden, und in welchem d, 
durch dp; (9 =1, 2,...7) mod. p theilbar ist. Durch Elementar- 
transformationen a) endlich machen wir das letztere System zu 


eA Oa) eer) PO te a ote () 
ery anes, ar et a) 
Oe a, Bn Ie re) soe Os, 
AS gt Ne ne oa ee gO 
0 0 


wo p durch pe é = 1, Df Ee) iether ee Die Exponenten e, sind 
negative oder positive ganze ahien oder‘auch Null. ~ 
Fiir dieses System D findet man nun héchst einfach (28) 


E,(D) =p", FE, (D) = p*,.. .L, (2) = p*, E,41(D)=£,42(®) =---=0. 


Nun sind aber 8% und D dquivalent mod. p; also sind die Diagonal- 
elemente in D bez. dem ersten, zweiten,...n®" ET von KR gleich bez. 
mod. p gleich; diejenigen Potenzen p’e, deren Exponenten nicht Null 
sind, stellen die einfachen ET von ® in Bezug auf die Basis p vor. 

Nach dem* eben Gesagten ist mod. p 

E,(R) = pe (eo =1, 2,...7); 
nun ist aber p’% durch p’e—1 theilbar; also ist H,(%) durch E,_1(%) 
mod. p theilbar; p war aber eine beliebige Primzahl. Daher ist 1, (%) 
durch E,_,(8) fiir @=1,2,...r7 theilbar. Der Fundamentalsatz I 
gilt mithin auch fiir Systeme R aus rationalen Zahlen. 

Ist ein System 9 in die Theile Rh, und HR, zerlegbar, so kann 
man auf Grund der soeben entwickelten Methode ®, %,, 3, in mod. p 
Aquivalente Diagonalsysteme — R, H,, R, verwandeln, derart, dass die 
Diagonalelemente von 3,, N,, K new! den Pe interigonctxtae ETn 
von %,, Ky, R mod. p gleich sind (32). Bestimmt man nun die KT 
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von % in Bezug auf p, so erkennt man, dass die ET von R, und , 
in Bezug auf p zusammengenommen gerade die ET von # in Bezug 
auf p ausmachen (31, 32). , M8, und ¥, besitzen aber mod. p die- 
selben ET, wie R, HR, und R,, p ist eine beliebige Primzahl, daher 
sind die ET von Wt diejenigen von ft, und Rt, zusammengenommen. 
Der Satz V in 82 gilt sonach auch fiir Systeme St der ler be- 
trachteten Art. 

109. 9 bedeute wieder ein System aus n* ganzen oder gebrochenen 
rationalen Zahlen, © aber ein System aus n® nur ganzen Zahlen. 
Gemiiss der symbolischen Gleichung (Il) 

(1) R= KRG 

entstehe durch Composition der Systeme ® und @ ein System 9. 
Rt ist Vielfaches von KR (106), es ist aber auch jeder zusammengesetzte 
ET von ® Vielfaches des entsprechenden zusammengesetzten E Ts von R* 

Um dieses zu beweisen**, verstehen wir unter p wieder eine 
beliebige Primzahl und verwandeln durch HElementartransformationen 
in Bezug auf p unser System Wt in ein mod. p aiquivalentes Diagonal- 
system ® von der in 108 beschriebenen Art. Man hat dann mod. p 

E,(®) cae E,(®) se OL (9 fa 1, 2, nae £5 r), 
wenn ¥ vom Range r ist. 

D geht aus ¥ durch Composition mit Hinheitssystemen &,, ©, 
in Bezug auf p hervor; es sei also etwa 
(2) D=ERG,. 

Wegen (1) und (2) ist dann 
D=ER=ERG = ERE, E16 = DES"G 

oder, vou noch EG -§ 

gesetzt wird, 

(3) D= DOH. 

Dabei ist § ein System aus mod. » ganzen Zahlen, da die Elemente 


von & absolut, die von €>-! mod. p ganz sind. 


Nun ist aber nicht nur D zu R, sondern wegen D = E, R auch 


zu & mod p iiquivalent. Daher ist mod.p fir @ =1, 2,...n 
Ey (D) = &, (R), Ey (D) = Ey (R). 
Kann man nun zeigen, dass mod. p L,(D) Vielfaches von E,(®) ist, so 


ist also auch dargethan, dass mod. p E,(R) Vielfaches von E,(R) ist, 
und damit, da p eine beliebige Primzahl war, wnser Satz bewiesen. 


* Dass » (R) Vielfacher von D, (R) ist, ist fast selbstverstiindlich (24). 
** Zum folgenden Beweise vergl. Frobenius, SB 1894, S. 42—43. 
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Um nun zu zeigen, dass L,(D) Vielfaches von E,(®) ist mod. p, 
verfahren wir so: wir bezeichnen die Elemente von § mit h;,, setzen 
also etwa ios Lhe 

sl eto 
Bree olen 
phy, pth ...p hin 


Phe, pla ... p*han 


dann wird wegen (3) 


DNs... pT hen |. 


Di= pr hry 
trae. 22eee FO > 
0 ee AO. 


Der Rang x! von D ist <r. Bedeutet @ eine der Zahlen 1, 2,... r', 
so wollen wir unter So eine Subdeterminante 0%" Grades des Systems 
® verstehen. Enthilt So die ate, bt... mt Zeile von D, und ist 
a<b<---<m, so ist a>1, b > 2,...m > o; daher wird p%e durch 
p?, p® durch p%,...p’m durch p’e theilbar sein, weile, <@ <--- <e, 
ist (106). In der Determinante S, sind daher, weil die h;, mod. p ganze 
Zahlen sind, alle Elemente der ersten Zeile durch p*, der zweiten durch 
p?,... der 0" durch p’e theilbar mod. p. Fiihrt man diese Divisionen 
aus, so erhalt man eine Determinante R,, welche die der Determinante So 
entsprechende reducirte Determinante genannt werden soll. Die Elemente 
von #, sind mod. p ganze Zahlen, und es ist 
Sp = pitat: +R. Es 
Jetzt denken wir uns fiir ein bestimmtes @ alle zu den S, gehérigen 
reducirten Determinanten , hingeschrieben und bezeichnen den gréssten 
gemeinsamen Theiler aller Determinanten Rh, mit D,. Dann hat man 
DB) = pret 6D, 
D,(®) 


De pater: “Fey? 
firco=—1, 2,..a9'. « Daher. ist is 
oh ani Dos) 
et pt + oe “1pmd 


Entwickelt man aber cine der Determinanten FR, nach den Subdeter- 
minanten der Elemente der letzten Zeile, so enthilt jedes Glied des 
Aggregats eine reducirte Determinante R,_, als Faktor; die hetrachtete 
Determinante ist also durch D,_1 mod. p theilbar, da ihre Elemente 
mod. p ganze Zahlen sind. Alle Determinanten ft, sind durch D,—1 
theilbar mod. p, also ist es auch ihr grésster gemeinschaftlicher 
Theiler D,, d. h. es ist 


2S) $22 SE — eh Scene aos geoees ade gebrreiener Geiser Ges Eirgers. 
Bb Ba) 


z bf 
a. a -@ acs 
ame mm @ came Fahl Bite ih Sher wel & 


EG ES 
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—. ae 
Wiret we suai wor dr Geico (1) wor Gr Gheichone 
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SRG ap Wire wi st demeelter Balke gelaoct 

Sd mam @_ D.... S 9... Sseme a: ee Take, moe 

TeSGEG Gm Genco 

E=—GH_.. RLRW___ 
se fos gos Gir ee Geo 
H—LUES_ 

wan J— 65... 3= S29 ___ gett wrk YF ud S sed Systeme 
ans gamer Zable Duiter ist mach dem Verkeryehemien EF, (33) Vieb 
fhe war E(S), EASES) Veliechke: wee £,(85), mi felch 
E,@kS — 5S) Velde: we ESL Ake ot dr Sam (6): 

I os Sewn EH Vetcks ces Sotms BL wo M jer ae 
saemeessse Tiemencoieia on 3 Tetaces ds atgreciemi oe 
wenn muen Sit , Vieliecies* Gierall _Vieliche: med p“ schrethé. 

TM Verssemente: Enownchoger Ger Systeme ams gamer oder 
peentharesr Tae Mahilions, nelibicindiel Iontedncsimema saceae anil 
a= Scan ES gee air wirrionm Finizomes caer Varudelen, 
wee gp exe Ieee Foote westehi Auk ber hinmer de me 
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leseken ts heumiees wha wollem wir cbigen Sate Gher eompenirte 
SySman noch Gt seine gemzem Alivememheit amsprechem Ex luted: 

MLL Ist cin System Haus gaurez oder gebrechemen Grossen 

eimes KGrpers vem algebraischen Zahlem eder Funk- 
themen Vielfaches eimes Systems € gleicher Ari, se ist 
jeder cusammergeseizte Elemeztartheiler vex ¥ Viel- 
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faches des entsprechenden zusammengesetzten Elemen- 
tartheilers von h* 

Dieses Theorem ist nw dann wmkehrbar, wenn die Systeme R 
und § aus lauter ganzen Zahlen oder ganzen Funktionen ciner Variabelen 
bestehen (29, 34). In allen anderen Fiillen ist dasselbe, wie man 
nach Analogie der Ausfiihrungen in 29 hichst einfach nachweist, nw 
mod. p umkehrbar, wo p eine irreducibele Funktion bez. einen wirk- 
lichen oder idealen Primtheiler vorstellt. Man kann also in diesen 
Fallen nur sagen: Ist der 9 ET von # Vielfaches des ot ET von &, 
so ist mod. p # ein Vielfaches von KR, wo p einen belicbigen Primtheiler 
vorstellt. Hs besteht also hier eine Liicke, deren Ausfiillung als sehr 
wiinschenswerth erscheint. 

Das Theorem XLI findet wichtige Anwendungen in der Theorie der al- 
gebraischen Funktionen.** Ueberhaupt aber sind die in diesem Paragraphen 
dargelegten Methoden diejenigen, welche sich fiir die Weiterentwickelung 
der Theorie der Elementartheiler von ausschlaggebender Bedeutung er- 
weisen diirften. 


Anhang. 
Zu Artikel 72. Sarg 
Es sei S eine symmetrische, T eine alternirende bilineare Form 
von je 2n Variabelen, | 4,S + 4, 7|=0, 
0(4, S+ dy ONES U. 0(A, S+A, T) efi 
CY; i? 0x, i? 
und es bestehe die lineare Relation 
a, U, + a,U,+---+a,U,=0 
zwischen den U,, in welcher die a, vom Grade g in 4,|A, seien. 
Dieselbe geht, wenn wir in ihr 
A=, Aga — dg, = Y, 
setzen, in eine Relation 
aV,+a,V,+---+4,V,=0 
zwischen den JV, iiber; die a) sind ebenfalls vom Grade g in 4, | d,. 
Daraus folgt unmittelbar, dass fiir eine singuliire Schaar 1,S + 1,7 
die Minimalgradzahlen m; und m; (8S. 108) iibereinstimmen. 
Es bedeute S, eine Subdeterminante og‘ Grades von |1,S + , 7’. 
Durch die Substitution 2,= 4,, 4;—= — 4, geht S, in eine andere Sub- 
determinante 0" Grades von |2,S +4, Z| tiber. Tritt daher der lineare 


* Vergl. Hensel, Crelle’s Journ. (94) Bd. 114, S. 109 ff. und (96) Bd. 115, 
S. 259260. Obiges Theorem schliesst das Theorem II des Artikels 8 als Specialfall 
in sich, Die Sitze 1) und 2) in 5 kann man auch fiir Systeme der in obigem Theoreme 
beschriebenen Art beweisen. Vergl. Hensel, Crelle’s Journ. (94) Bd.114, S. 25ff. 
** Vergl. den Schluss der Hinleitung dieses Buches. 
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Theiler w1,-+ bd, (a =|= 0, b == 0) in allen S, zur Potenz / auf, so sind 
auch alle S, durch (a4,—4/,)' theilbar. Hieraus folgt, dass jedem 
ET (a4,+64,)¢ ein ET (a4,—6,)* des Systems von |4,S + 4,7 
entspricht. Mithin lautet unser Theorem XVII, 5. 140 vollstiindig so: 
XVII. Ist S eine symmetrische, 7 eine alternirende bilineare 
Form von je 2” Variabelen, so stimmen 
(bei |4,S + 4, T| =0) 
die Minimalgradzahlen m; und m; der Schaar 1,S+4, 7 
iiberein; es entspricht ferner jedem Elementartheiler 
(aa, + bd,)*, wenn a == 0, b= 0 ist, ein Elementartheiler 
(a4, —bA,)? des Systems von |4,S+4, 7); die Elementar- 
theiler desselben von der Gestalt 1?* und 43*+! aber 
sind stets paarweise vorhanden. 

Ist nun A eine beliebige bilineare Form von 2” Variabelen, so setzt 
me A Ale Sy Ae Ad ed he a 
10 A+i,A'=MS+ALT 
wird, und folgert das Theorem XIX, S. 145 unmittelbar aus XVII oben. 

Indem man ferner von dem Schema S. 140 ausgeht, bildet man 
Formen 8° as TRY a Ee Ao es T?— Jie 

Sime pel. Ala eee 

u.s.w.; hier ist immer die erste eine symmetrische, die zweite eine 
alternirende Form. Die Schaar 2,S?-+ A, A? besitzt nur eine Kronecker- 
sche Invariante n? = n? = 2m;+1, ihr Koefficientensystem keinen ET. 
Dies folgt aus dem 8.146 unter 1. Gesagten, da fiir 

= Ay+4,, Ap=A,— de, 

4,82 + a,.AP = a, 724+ 4, T}° 
wird. Analog erkennt man, dass die Determinante der Schaar 
A,So+ 4,Ao die ET 

[4,1 + ¢) + 4,01—o)]%, [4+ ¢)— 4,11 — o)]% 

besitzt, wo 1+c=-0, 1—e¢-=0 ist. U.s.w. 

Daraus geht hervor, dass man Schaaren 4,8 + 4, 7, mit symmetri- 
schem S und alternirendem T bilden kann, welche von einer gegebenen 
Anzahl von Variabelenpaaren abhingen und — im Sinne des Theorems 
XVII oben — vorgeschriecbene Kronecker’sche und Weierstrass’sche 
Invarianten besitzen (vergl. 8. 147). Man erkennt dann weiter, dass 
obige Schaaren 2, S?+ A, A?, 4,So+ 4,Ao u.s.w. bei congruenter Trans- 
formation der Variabelen irreducibel sind. (Vergl. 8. 147—148.) Damit 
ist denn schliesslich die Reduktion einer Schaar 4,8 + 2,7 bei con- 
gruenter Transformation der Variabelen wegen des Satzes 18) 8. 135 
vollstiindig erledigt. (Vergl. 8. 148.) 
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